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PRÉFACE. 



Pendant longtemps , les fonctions logarithmiques , ex- 
ponentielles et circulaires , ont été les seules transcen- 
dantes sur lesquelles se soit fiisée l'attention des géomè- 
tres. Ce n'est que dans le siècle dernier, qu'ils ont 
^ commencé à en considérer d'autres. Parmi celles-ci, il 
faut distinguer les fonctions nommées elliptiques, dont 
la première idée appartient à l'immortel Euler, qui trouva 
l'intégrale algébrique complète de l'équation différen- 
tielle 

dx d'à 

— H ^ =0, 

\^a -f- i3:r -♦- yj?' -i- ê'x^ -♦- £X^ \/a, -+-%-♦- yy' -♦- J^y^ -f- f y* 

composée , comme on le Toit , de deux termes séparés , 
mais semblables. Après lui, Lagrange se signala dans la 
même carrière , en donnant une méthode générale pour 
ramener , par des transformations successives , Finté- 

fi^rale / ^ = , dans laquelle P est une fonc- 

tion rationnelle de ^, à une autre intégrale semblable, 
plus facile à évaluer par approximation. Mais le pre- 
mier qui ait approfondi la nature de ces fonctions , est 
l'illustre Legendre, qui depuis l'année 1786, où il a fait 
paraître ses premières recherches sur les arcs d'ellipse , 
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n'a cesse de perfectionner cette nouvelle branche d'ana- 
lyse , dont on peut , à juste titre , le considérer comme 
le créateur. Après avoir jeté les fondements de sa doc- 
trine , dans ses Eœercices de ealcul intégral y il rassembla 
les résultats de ses longues recherches , dans le Traité des 
fonctions elliptiques y publié en 1827. Jusque là, comme 
il le dit lui-même , les géomètres n'avaient pris pres- 
qu'aucune part à ses travaux; mais à peine son ouvrage 
avait-il vu le jour , à peine son titre pouvait-il être connu 
des savants étrangers, qu'il apprit, avec autant d'éton- 
nement que de satisfaction , que deux jeunes mathéma^ 
ticiens,MM. Jacobi (C.-G.-J.) de Kœnigsberg, et Abel(^) 
de Christiania , avaient réussi à perfectionner la théorie 

(*) Niels Henrik Ahel , naquît le 25 août 1802, à Frindoê, sur la côte occiden- 
tale de Christiansandstifft, en Norwége. Ses travaux sur les fonctions elliptiques ^ 
et sur d^autres transcendantes auxquelles on a donné le nom de fonctions ultrorellip- 
tiques ou cibéliennes , témoignent assez ce quMl fallait attendre de lui , si une mort 
prématurée notait venue l'enlever aux sciences, le 6 avril 1829. Les géomètres les 
plus distingués de notre temps , parmi lesquels il suffit de nommer Poisson et Le- 
gendre , n'ont pas hésité à placer Abel au premier rang des analystes , et s'il eût été 
contemporain de Nev^ton , nous pensons , avec M. Crelie (à qui nous empruntons ces 
détails) , qu'on aurait pu dire de lui ce que Newton disait de Cotts : « S'il eût vécu 
plus longtemps , il aurait pu nous apprendre encore bien des choses ! » Il est à remar- 
quer qu'Abel , et son digne rival Jacobi , ont marché , pour ainsi dire, de front dans 
leurs recherches sur les fonctions elliptiques, sans se connaître et sans se rencontrer. 
Voici la liste des mémoires d'Âbel sur les fonctions elliptiques , publiés dans le 
journal de M. Crelie : 

Tome II. Seckerches sur les fonctions elliptiqiteSj page 101. 
Tome m. Suite du mémoire précédent, page 160. 

Sur le nombre de transformations différentes qi^'on peut faire subir à 
une fonction elliptique , par_ la substitution d'une fonction donnée 
de premier degré, page 394. 
Théorème général sur la transformation des fonctions elliptiqttes de la 
seconde et de la troisième espèce , page 402. 
Tome IV. Note sur quelques formules elliptiques, pa^eS^. 
Théorème sur les fonctions elliptiques, page 194'. 
Précis d'une théorie des fonctions elliptiques, pages 236 et 309. 
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des fonctions elliptiques dans ses points les plus élevés. 
Néanmoins , tout en rendant justice aux savantes re<- 
cherches de ces géomètres, on doit convenir, avec M. De 
Pontécoulant {Théorie cmalytiqus du système du monde, 
tome ni), que sous le rapport du calcul pratique, c'est 
véritablement Legendre qui a rendu les services les plus 
éminents à cette partie du calcul intégral. En ramenant 

à la fornie / ..— . , l'intégrale générale traitée par 

Euler et Lagrange , il a , pour ainsi dire , mis en évidence 
une foule de propriétés, qui seraient peut-être restées 
inconnues , sans cette ingénieuse transformation de la 
source des fonctions elliptiques. Non content d'être le 
principal auteur de la théorie de ces transcendantes , il 
a fait pour elles ce que les successeurs de Néper ont 
fait pour les fonctions logarithmiques et trigonométrie 
ques : il a construit des tables , au moyen desquelles on 
peut , dans chaque cas , trouver la valeur numérique 
d'une fonction quelconque des deux premières espèces , 
avec toute la précision désirable , sans être astreint à des 
calculs laborieux. Le secours de ces tables, qui sont à 
elles seules un travail immense, rend l'emploi des fonc- 
tions dont il s'agit , presqu'aussi facile que celui des loga- 
rithmes et des arcs de cercle. 

Après Legendre, la première place appartient incon- 
testablement à M. Jacobi. Sans parler de son beau théo- 
rème , et des autres richesses d'analyse spéculative qu'il 
a prodiguées dans ses Fundam^nta (*), la découverte de 
la transcendante T, au moyen de laquelle on peut réduire 



(*) Fundamenta nova theoriœ functionum ellipticarum ; Kœnigsberg, chez les 
frères Borntrsager ; — Paris , chez Ponthieu et chez Treuttel et Wiierz. 
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à des fonctions de deux arguments , les transcendantes 
elliptiques de la troisième espèce , à paramètre hga/rith- 
mique , lui assure à jamais la reconnaissance des géo- 
mètres , même en ne Fenvisageant que sous le seul point 
de Tue de son utilité pour le calcul pratique des trans- 
cendantes qu'on vient de mentionner. 

Le titre du livre de M . Jacobi , semble annoncer un 
traité ex 'professa y dans lequel la théorie des fonctions ellip- 
tiques se trouve établie sur des bases nouvelles. Cepen- 
dant, pour tout ce qui concerne l'origine, la classification, 
la comparaison et même la plupart des propriétés de ces 
transcendantes, l'auteur renvoie constamment à l'ouvrage 
de Legendre. On doit donc regarder le livre de M. Jacobi, 
plutôt comme un précieux complément de celui de Le- 
gendre , que comme un traité spécial , où se trouvent 
présentées , dans leur entier et sous une face nouvelle , 
les propriétés fondamentales des fonctions elliptiques. 

Dans une note de ses Exercices de calcul intégral (t. ler, 
page 18), Legendre fait remarquer que les fonctions 
elliptiques réunissant un grand nombre de propriétés, 
il peut devenir nécessaire de leur imposer un nom parti- 
culier. c( Il semble, dit-il, qu'on caractériserait assez bien la 

fonction F(9>) = / — , en lui donnant le nom de nome , 

parce que cette fonction a la propriété de régler tout ce 
qui concerne la comparaison des fonctions elliptiques. 
Peut-être conviendrait-il , en même temps , de donner 
les noms à*épinome et de paranome , aux fonctions E et 
n, qui constituent les deux autres espèces. » L'absence de 
dénominations convenables , rend très-pénible , en efiFet , 
renonciation des propriétés de certaines fonctions analy- 
tiques, sans le secours de l'écriture. C'est surtout dans 
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renseignement que cette difficulté se fait sentir; si elle ne 
se trouvait levée à l'égard de la fonction / — , par exem- 
ple, par l'usagé du mot logarithme, comment énonce- 
rait-on la proposition , que le logarithme d'un produit est 
égal à la somme des logarithmes de ses facteurs ? 

Malgré ma répugnance pour les innovations, j'ai cru de- 
voir donner des noms aux trois espèces de fonctions ellipti- 
ques, et j'ai choisi ceux de digam,ma, di epsilon et de kappa, 
en réservant la dénomination de nome, pour une transcen- 
dante particulière, dont la découverte est due à M . Jacobi , 
et que ce savant a désignée par la lettre q. J'ai dû changer 
aussi la notation de Legendre, pour mettre le nom de cha- 
que transcendante , en harmonie avec le signe destiné à 
la représenter, et avec la notation usitée pour les fonctions 
logarithmiques ettrigonométriques. Ainsi, j'ai dénoté par 

d»g-(^»f)j eps.(c,ç.), kap. (»,c,|p), 

les transcendantes que Legendre représente par 

notation qui a le grave inconvénient d'attribuer aux 
lettres F et n, employées dans l'analyse comme signes gé- 
néraux de fonctions, une signification particulière ; ce qui 
empêche d'en faire usage concurremment avec d'autres 
transcendantes, sans avertissement préalable. Les motifs 
qui m'ont porté à préférer les dénominations précédentes, 
à celles de nome, à'épinome et de paranom,e , sont les 
suivants : 

1® La lettre F , employée par Legendre pour désigner 

la fonction / ~ , porte en grec (*) le nom de (iya^^a. 

(*) Les Éoliens se servaient de cette lettre , pour remplacer le signe d'aspiration 
que les grammairiens appellent Vespritrude. 
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â<^ La lettre D , initiale du mot ddgamma , que j'ai em- 
ployée pour dénoter la fonction complète de première 
espèce , précède , dans l'ordre alphabétique , la lettre E , 
adoptée par Legendre , et que j'ai conservée pour dé- 
signer la fonction complète de seconde espèce. 

3<> En donnant aux fonctions de seconde et de troi- 
sième espèce , le nom de la lettre qui représente leur va- 
leur devenue complète , j'ai suivi l'exemple de Legendre 
lui-même , qui a ùommé le gamma de p, et dénoté par 

r(/>), l'intégrale définie /rf^flog.-j 

.0 

L'avantage de la nouvelle notation sur celle de Legen- 
dre , devient frappant , si l'on considère que je propose 
d'énoncer le kappa circulaire de "k^ de cet de 9 ,^et de dé- 
signer par kac. (X, c, y) , la transcendante que Legendre a 
nommée fonction elliptique de troisième espèce ^ à para^ 
mètre circulaire, et dénotée par II( — 1-j- A^&in.^?. , c, 9). 

Pour ne pas sortir du cadre d'un livre élémentaire , j'ai 
cru devoir passer sous silence , ou rejeter dans des notés 
placées à la fin du volume , tout ce qui ne se rattachait 
pas directement à la théorie des transcendantes ellipti- 
ques , ou qui me paraissait offrir un caractère trop par- 
ticulier. Indépendamment du grand traité de Legendre , 
dont celui-ci n'est en quelque sorte qu'un abrégé, j'ai 
fait des emprunts plus ou moins considérables aux ou- 
vrages de MM. Jacobi, Lax)roix y Poisson, De Pontécou^ 
tant, ainsi qu'au journal de M. Crelle; et si j'ai cru pou- 
voir profiter de cette occasion, pour livrer au public les 
résultats de mes propres recherches , je n'ai usé de cette 
faculté qu'avec une extrême circonspection. Parmi ces 
résultats , je me bornerai à citer , en les recommandant 
à l'indulgence des géomètres : 
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La formule générale qui sert à réduire aux transcen- 
dantes elliptiques Fintégrale / - , ^^ ^^"^ laquelle 

Q désigne une fonction rationnelle quelconque de sin.29. 

La représentation géométrique des fonctions elliptiques 
par des secteurs de courbes polaires, ainsi que de la trans- 
cendante T par un héliçoïde. 

La réduction (sous forme imaginaire) des transcen- 
dantes elliptiques de troisième espèce , à paramètre cir- 
culaire , à des fonctions de deux arguments. 

Les développements des fonctions elliptiques en séries 
convergentes , pour toutes les valeurs du paramètre , du 
module et de l'amplitude. 

La démonstration de la formule approximative 



/ 



s 

- = log. 



L'application de la double méthode des modules crois- 
sants et décroissants , au calcul de la transcendante Y ^ 
ainsi que le développement de cette transcendante , tant 
en fonction de q et de œ, qu'en fonction de r et de ^r. 

Enfin , la plus grande partie du chapitre XIV, qui con- 
tient l'expression transcendante de la loi de dérivation des 
paramètres successifs , dans les fonctions elliptiques de 
la troisième espèce , et une nouvelle méthode pour cal- 
culer les fonctions complètes des deux premières espèces, 
avec un grand nombre de décimales exactes. 
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NOTICE HISTORiail 

SUR LEGEPiDREC). 



Legendre (Adrien -Marie), né à Paris en 1752, se 
distingua d'abord par ses succès dans l'enseignement des 
sciences mathématiques à l'école militaire de Paris , et il 
n'avait pas encore atteint sa trentième année, qu'il débuta 
dans la carrière des sciences par un de ses plus beaux 
mémoires , celui où il traite de l'attraction des sphéroi" 
des, qui lui ouvrit, l'année suivante, les portes de l'a- 
cadémie des sciences ( 1783 ). Les autres travaux de 
Legendre eurent pour objet des questions non moins 
importantes , telles que celle de la figure des planètes, 
composées de couches soit homogènes soit hétérogènes. 
Ayant pris part , en 1787 , à une opération astronomique 
qui avait pour but de lier le méridien de Paris à celui de 
Greenwich, il fut conduit à s'occuper de trigonométrie, 
et la science y gagna plusieurs beaux théorèmes. Legen- 
dre est encore auteur d'une Nouvelle méthode pour la dé- 
termination de l'orbite des comètes (1805) , de la règle de 
calcul si ingénieuse qu'il a nommée méthode des moindres 

{*) Mémorial encyclopédique de Bailly de Merlieux, tome III. 
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carrés des erreurs, et de recherches sur les intégrales 
eulériennes. Il a coopéré au calcul des grandes tables de 
logarithmes, construites sous la direction de Prony en 
1794^ et qui sont restées inédites. On lui soit aussi des 
Eléments de géométrie, ouvrage réimprimé bien des fois 
et devenu classique dans le monde entier ; des Exercices 
de calcul intégral (1811 à 1819), etunexellent Essai sur 
la théorie des nom,bres, publié en 1798 et réimprimé avec 
de nombreuses additions en 1816. Mais un genre de re- 
cherches, qui fut pour lui un objet de prédilection sur 
lequel il est revenu bien des fois , est celui qu'il a terminé 
par un grand ouvrage , où est réuni en corps de doctrine 
tout ce qu'il a fait sur les transcendantes elliptiques. 
Legendre est un des hommes de notre époque , dont les 
travaux ont le plus puissamment contribué à l'avancement 
et à l'enseignement des mathématiques. Tous ses travaux 
portent le cachet de l'élégance et de la profondeur. Ce 
respectable vieillard est mort à sa campagne d'Auteuil , 
le 9 janvier 1833 , dans sa 81™® année. 

Dans le discours prononcé aux funérailles de Legendre , 
par le célèbre Poisson , dont la science déplore encore la 
perte (*), on remarque ce passage : ce M. Legendre a eu 
cela de commun avec la plupart des géomètres qui l'ont 
précédé , que ses travaux n'ont fini qu'avec sa vie. Le 
dernier volume de nos oiémoires (de l'Institut) renferme 
, encore un mémoire de lui, sur une question difficile de la 
théorie des nombres ; et peu de temps avant la maladie 
qui l'a conduit au tonibeau , il se procura les observa- 
tions les plus récentes des comètes à courtes périodes , 

(*) Mort à Sceaux près de Paris, le 25 avril 1840. 
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dont il allait se servir pour appliquer et perfectionner 
ses mëthodes. C'est une chose bien digne de remarque et 
aussi bien consolante, de voir que quand les forces phjr- 
siques nous abandonnent , les forces intellectuelles con- 
servent encore toute la vigueur nécessaire pour s'occu- 
per de spéculations difficiles. L'histoire des sciences en 
offrait déjà plusieurs exemples : dans un âge presqu'égal 
à celui que M. Legendre a atteint , Lagrange est mort en 
publiant une seconde édition de la Mécanique analt/ti-^ 
que^ double de la première ; Laplace en achevant le cin- 
quième volume de la Méemiique céleste; et Euler , à la fin 
d'un calcul sur la force ascensionnelle des ballons , qui 
occupait alors le public et les savants. » 

Un Mémoire sur les travaux et les écrits de Legendre, a 
paru dans la Bibliothèque universelle de Genève, en 1833. 



(,. ) 



TABLEAU 

des principales notations employées dans cet ouvragée , avec celles 

de Legendre en regard. 



FONCTIONS. 



l/l — c'sin.'f. 



fi 



|/1 — c'sin.*f 



/ 



2 



If 



V \ — c'sin.^y 



/"^ 



/f 



df 



(1 H-nsin.^ç>) V/l — c"* sin.^y 



2 



d 



f 



(l-f-nsin.^y)|/l — c'sin.'y 
d<p 



f 



r f? 

J [co«îy-t.{l-c')8iii!Asin:f]K l-c'sinî 



NOTATIOV DE LEGENDRE. 



1, A(ç)), A(c,y).^ 

F(y), F(c,y). 



P, r(o). 



E(^), E(c,ri. 



E', E'(c). 



n(^), n(n,€, ç.). 



f 



do 



(1— c'sin.*Asin.^^)|/l— c'sin.> 



NOTATION NOUVELLE. 



la même. 



tJîg-fîdig-CCjf) 



ns n'(w,c). 



n(— l-f-fc'sin.'A,c,«>). 



n( — c'sin.^'A, c, (p). 



D, D(c). 



eps. |)y eps. (c , ^). 



E, E(c). 



kap.^,kap.(n,C;f)). 



K, K(n,c), 



kac.(A, c, ^). 



kal.(A, c, ^). 



(^«) 



TABLEAU 

de quelques quadratures. 



/AH-Bsin.> df B' . An— B, 
-• — ^=— dig.f H kap.Q). 
l-+-nsin.'f An n 



Paraç. 

8. 



• • • • 



. 10. 



• •••'• 11* 



— == dig. 3? — eps. ç>^— Acot.f. . 

/tang.H^ — = 2Atang.i ç) + dig.y — âeps.f 

y'* COS.» df 1 ^ / ' ^^ \ 11 
1 — . -1= ■ arc tang. — ■ ]• 11. 

1 — =— (dig.?. — eps.y) X- 1^* 

A C* ♦ 

m 

y: — ?- = log. tang. ( -4S*» + if). 
COS. y 

/*(!?) 1 1 

/ r=%-î^ — I7«ps-f -*-7:I^**"S•^ 
«/ ACOS.*ç> O O 



.ll_-^ln*r tftnaJ'lKo j- i„^ 19, 

COS.^ 



/ 



*df 1 c^ sîn.fcos.f 

_ = -eps.f--.— ^^ 



TRAITÉ ÉLÉUDEWTÀIRE 



DES 



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



CHAPITRE PREMIER. 



De Vintègrah 



A 



V^a H- 0af -*- yx" -*- «far* h- fa?* 



5 1 . Dans l'introduction qui précède son TraiU des fonctions ellip- 
tiques, Legendre fait observer que si Ton pouvait ranger dans un 
ordre méthodique les diverses transcendantes qui n'ont été connues 
et employées que sous le nom de quadratures; si , en étudiant leurs 
propriétés, on trouvait les moyens de les réduire aux expressions 
les plus simples dont elles sont susceptibles dans Tétat de généralité , 
et d'en calculer avec facilité les valeurs approchées quand elles de- 
viennent entièrement déterminées ; alors les transcendantes dont il 
s'agit , désignées chacune par un caractère particulier , pourraient être 
employées dans l'analyse à peu près comme le sont les arcs de cercle 
et les logarithmes^ 

1 



(2) 

Ce qu'il est , pour ainsi dire , impossible d*exécuter sur un plan 
aussi vaste que celui qui vient d'être tracé , Legendre Ta réalisé à 
l'égard des transcendantes qui se rapprochent le plus des fonctions 
circulaires et logarithmiques, telles | que les arcs d'ellipse et en gé- 
néral les transcendantes auxquelles il a donné le nom de fonctions 
elliptiques. 

Ces fonctions , comme on le verra dans la suite , dérivent toutes de 
la formule 

Vdx 



A 



|/ a -*- /3a7 H- yx^ -f- J'x'^ -*- ex^ 

dans laquelle P désigne une fonction rationnelle de x» Nous allons 
emprunter à M. Lacroix (*) l'exposé des transformations algébriques 
dont elle est susceptible. 

Toute différentielle \dx dans laquelle X est une fonction ration- 
nelle de X et de 



\/a -t- /3a? -*- yx'' ■+- ^x^ -¥• ex* , 

radical que nous désignerons par R, pourra toujours se ramener à dé- 
pendre de P -~; car il est évident que X ne pourra avoir que la forme 
^^ P^ , A, B, C et D étant des fonctions rationnelles de x; or, en 
multipliant les deux termes de cette fraction par G — DR, il viendra 

AC — BDR' — (AD — CB)R AC — BDR' (AD — CB)R 
C — D=R' C — D'R' €=*— D'R' 

La première partie de ce résultat est rationnelle ; si l'on multiplie 
par R les deux termes de la seconde , elle se changera en 

(AD — CB)R' 1^ 

C=— D^R" R 

et faisant 

AC — BDR' (AD — CB)R^ 

C'— D R^* ' C — D'R^ ' 



(*) Traité de calcul différentiel et de calcul intégral, tome II , page 48. 



(3) 

on trouvera 

-^ = ïidx — • 

C-hDR R 

Je vais montrer maintenant que , quelle que soit la fonction ration- 
nelle P , la différentielle -^ peut être ramenée à d'autres plus sim- 
ples. En substituant d'abord ^"^^^ à la place de x dans la quantité 
soumise au radical et réduisant tous ses termes au même dénomina- 
teur, elle deviendra de la forme 

a' -4- /3'y -4- y 'y' -4- ftj^ H- c'y* 

on pourra par conséquent faire sortir du radical le dénominateur. 
En égalant à zéro les coefficients ff et /', l'intégrale proposée se 
réduira à 

P' étant une fonction rationnelle àey: p et q seront déterminés par 
les équations /3' =-o, tf' =s o^ mais il est essentiel de s'assurer que 
ces quantités auront toujours des valeurs réelles. 
Pour y parvenir, mettons 

« -4- /Sa? H- r^' -4- (faf^ H- eof^ 
sous la forme 

|-H — a?H a?-4-— ûff^ -^ X* \ f, 

\ f f e s I 

et concevons que la quantité renfermée entre les parenthèses, 
soit décomposée en facteurs réels du second degré x^ — f^ -^ fff 
x^ — fx^ -*- g\ ce qui est toujours possible ; il suffira alors de faire- 
dans chacun de ces facteurs la substitution indiquée , et d'égaler à 
zéro les termes affectés de la première puissance de y : on négligera 
le dénominateur commun , puisqu'il sort du radical. Ce calcul étant 
effectué , il en résultera les équations 

^Pq-f(p-^q)'^h=o, ^pq-r(p-^q)'hig' = o, 



V 



lesquelles donneront sous une forme rationnelle, les valeurs de 
p -^ q et depq; or, il suit de la théorie des équations que petq 
seront les racines d'une équation du second degré de la forme 
t^2 — (p H- q) u -^ pq = 0, et seront réelles si i(p h- qY surpasse 
pq, ou SI i{p H- qy — pq est une quantité positive. 

Voyons maintenant si cette condition est toujours remplie : soient 
a, b, Cy d les quatre racines de l'équation 

e f f f 

il est évident qu'on aura 

f=za-^by g=ab, f^ssc-^dj g'sssed, 
et les équations 

2p5f — fip-^q) -+- 25f = o et ^pq — /' (p-*-?) h- 2gf'e=o 
deviendront 

^pq — (a-f- b) (p -4- 5') -♦- ^ab=o, Zpq — (c + (i) (p -*- ç) -+- %id=iO: 

tirant de ces dernières les valeurs de p + g et dep^, on aura 

^(ab — cd) abfc-hd) — cdCa-^b) 

p -4- o = , pq ==• — ^ ; 

a-^b — c — d a-^b — c — d 

formant, au moyen de ces expressions, celle de lip-^qY — pq^ 
quantité qui revient à i (p — y)', et décomposant en facteurs le ré- 
sultat qu'on aura obtenu , on trouvera 

_ (a-^c) (a^d) (b^c) (b^d) 

Lorsque les quatre racines a, b, cetd seront réelles , on pourra les 
disposer dans Tordre de leurs grandeurs respectives^ en plaçant les 
négatives après les positives; dans ce cas, les différences a — c, 
a — df b — c, b — d seront toutes positives , (p — qY sera donc 
positif 9 p eiq seront donc réels. 

Si deux racines a^ b sont imaginaires , elles seront nécessairement 
de la forme m -i- n|/ — 1 , m— n|/ — 1 et elles pourront toujours 



(5) 

être comprises dans le ftièine facteur du second degré : posons donc 

as^tn-^ nV^ — 1 , b = m — n\/ — 1 ; 
il en résultera 

ai&=sm'-f-n', a-*-A — c — d= 2wi — C — d ; 

ainsi les quantités p-^-q etpq seront réelles. On aura de plus 

a — c=i»4-«k^— -ï — c, a — d = «-f-nl/ — 1 — rf, 

b — o=m — n{^ — 1 — c, b — dssszm — ni/ — I — d, 
cfoù 

(a — c) (b — c) = 1»' — 2cm U- c* -f- n' = {m — c)' -*- n' , 

(a— d) (i&— d) = I»" — 2rfm + rf* h- n^ = (m — d)^ + #t% 

quantités essentiellement positives» 
Enfin , si Ton a à la fois 

a=:m -^ nV^ — 1, b=m — nV^ — 1, 
c=zm'^ nV^ , d = m' — nV^ , 
on développera les produits 

(m H- «V/^ — m' — n'j/^) (w — n\/^ — w' 4- n'y^) , 

(fl — d) (Z>-c) = 

(m -t- ftV^^ — I»' -4- n'i/^ (w — nV/1ïï —m'— n'\/~) , 
les imaginaires disparaîtront , et il viendra 

m'* ■+- f»' — âww' — 2n»' -t- m" h- n'» = (w — m')' -♦-(« — n')% 
m' + n" — 2mw' -♦- 2nn' -*- m'' -t- n'* = (i» — m')' -*- (n -+- n')* , 

résultats nécessairement positifs. 

Si les racines c et d étaient respectivement égales aux racines^ 
a et i&^ les valeurs précédentes de p -h q et de p — q devien- 
draient ^; mais, dans ce cas, on aurait 

^ y li a 

et le radical disparaîtrait. 



(6) 

Lorsque Tune des racines a ou 6 sera égale à Tune des racines 
€ ou e?^ il en résultera/? — ^ = o: dans cette circonstance, on 
peut , en combinant ensemble les deux racines égales , en former 
un facteur carré qui sortira du radical. Soit, par exemple ,a= c, il 

vient [x — ay {x"* '\- hx -^ k) au lieu de a?^ ■+- ^a?* -♦- etc., et l'inté- 
grale proposée se change en 

Vdx 




(x — a) )/ x"* -v- hx -^ k) 



qui ne dépend que des arcs de cercle et des logarithmes. 

Enfin si l'on avait a -f- 6 = c -f- rf , les quantités p -^ qei p — q 
deviendraient infinies ; mais on aurait en même temps f = f ^ ce 
qui changerait les deux facteurs du second degré de x^-^-ix^-A-eXc , 
en x'^ — fx -f- gr et 3?* — fx ■+■ g': la simple supposition de a? = y H- /, 
ferait disparaître le second terme de Tun et de l'autre. 

Nous voilà donc convaincus que la transformation proposée ci- 
dessus conduira toujours à une expression réelle , et qu'on pourra 
changer R en 



par la substitution de —7^ au lieu de x ; mais cette substitution 
donne aussi 

et désignant par P' ce que devient alors la fonction P , on aura 

\q -p) dy 



/Vdx p V\i 



^'y'- H- ry 

l'intégration de / ~ sei*a donc ramenée à celle de 



f-. 



|/a' -f- ^'y' -h y'y^ 
Q étant une fonction rationnelle de y. 



(7) 

§ â. Je vais montrer qu'on peut réduire cette fonction à ne rea-» 
fermer que des puissances paires de y. En la supposant fractionnaire , 
on lui donnera la forme ^ ^yi , les lettres S, T, U, V représentant des 
fonctions de y^, et si on multiplie les deux termes de cette fraction par 
U — Vy, il viendra 

US — VTy'^(UT-^VS)y 

U» — vy ' 

posant 

US — VTy' UT — VS 

-=G, =H, 

U' — VY U'— VY 

G et H seront encore des fonctions de y', et la fonction Q étant 
transformée en G + Hy ^ la différentielle 



y ex! -4- fff -f- y'y^ 
deviendra 

Gc^y ' Hyc^y 



Faisant y"* = ;8 dans la seconde partie , elle se changera en 



^dz 



/-a 



2l/a' -f- f^'z -+- y' S 

H étant une fonction rationnelle de ;& , et sera rendue rationnelle par 
les méthodes connues ; alors il ne restera plus à traiter que 

Gdy 



Nous nous occuperons donc désormais de la seule intégrale 




Vdx 



\/a H- jSa?^ ■+■ yx^ 



dans laquelle P ne contient que^des puissances paires àex^ et nous 
ferons pour abréger 



)/(t -♦- j3** H- yx^ = R. 



(8) 

En décomposant le polynôme 



— »- -a?-4- -s -h- - x^ -i- X* f 

£ e e € 



en deux facteurs de la forme s' — fx -^g j x^ — f^-^g* a nous avons 
supposé implicitement que le coefficient deo?^ était positif. Si au lieu 
de + BX^ on avait — zx^ sous le radical , on poserait 



et toute la discussion précédente resterait la même : seulement le 
radical du second degré en y ^ 

Va! H- elt -H y'v'^ , 



devrait être multiplié par V^ — 1 . Quant à la réalité ou à l'imagina- 
rite de ce radical , elle dépendra des signes des coefficients cl &' y* et 
des relations de ces coefficients entre eux. Pour traiter la question 
dans toute sa généralité , il faut donc supposer le double signe à 
ces coefficients. 

§ 8. Si la fonction P est entière, elle ne pourra avoir que la forme "^ 

A H- Bj?^ -4- Ca;* h- Dj;^ h- etc. , puisqu'elle ne doit contenir que des 
puissances paires de x : dans ce cas 

/Pdx ^ , , rdx rxHx 

-r— deviendra A / -+- B / ■ ^ -♦- etc. : 

mais 

px^dx rx^'^-'^dx rx^-^dx 

/ se ramène à / et à / — '• — , 

c/ R y R •/ R 

comme nous allons le prouver en différentiant la quantité R^^m— s. 
ce qui donne 

/A o\ 2m— kj %/ Tl 7 X^"^ i(ix -^^yX^^dx 

(2w — 8) X dx Va-^ fix' ■+■ yx* -♦- ^ ^ : \ 

Va -4- i3a?' -\- yx* ^ 

réduisant au même dénominateur, prenant séparément l'intégrale 
de chaque terme et remettant R au lieu de 



l/ot -+- fix"" -t- yx* 



(9) 

il Tiendra 

Ra>-» = (a»i-«)« / + (am-2)/3y 



-R 



Par le moyen de cette équation, on ramènera tous les cas de Tex- 
pression / — ^j — aux deux suivants 



/sfidx Pdx rx^dx 



et l'on voit par là que P étant une fonction rationnelle et entière , 
y — ip- renfermera deux parties , Tune intégrée, et Tautre de la forme 

§ 4. Passons au cas où P est une fonction rationnelle quelconque. 
Après en avoir extrait la partie entière qu'on traitera comme il vient 
d'être dit, on fera x^rsszUjelon décomposera la fraction restante en 
fractions partielles de la forme . ^^ , ou , ^ v„ , N et a étant 
des quantités réelles ou imaginaires, et il viendra à intégrer une suite 
de termes, tels que N/ v^a^^wR 4^'i^ faudra tâcher de réduire à 
d'autres dans lesquels l'exposant de a;' h- a soit le moindre possible. 

Pour suivre la même marche que dans le paragraphe précédent , 
nous chercherons une fonction qui, étant différentiée , puisse 
donner une suite de termes de la forme 

kdx Bfi^s Qdx 

■ etc. 



(a?'H-a)"R (ïF^H-a)«-ïR (a?'-t-a)«-2R 

Or, en réduisant ces termes au même dénominateur, la fonction 
qu'on trouvera par la réunion de tous les numérateurs ne contiendra 
que des puissances paires de x^ et avec un peu d'habitude de la diffé- 
rentiation, on verra que la différentielle de — — -n=rî satisfait à 

cette condition. On trouve pour cette différentielle 

{x^ H- g) (WR -f- Y^dx) — 2(n ->■ \)x'?idx 

{x''-\-aY ^ 



(10) 

mettant pour R et dR. leurs valeurs, et réduisant tous les termes au 
même dénominateur, l'expression précédente deviendra 

faisant x^ -i- a = siy nous aurons a?' = j» — a, et substituant dans la 
quantité qui multiplie -g- , on pourra lui donner la forme 



A;53 + B;5' + Ca -♦. D A B C D 

— — — ■ ^ ■■ -f- -t- •— • 

En effectuant avec attention les calculs indiqués , remettant pour 
z sa valeur,, multipliant le résultat par ^ , et prenant Fintégrale de 
chaque terme , on trouvera 

dx 






(«*-4-a)«-2R 

^ ^^ •/ (i?'-*-a)"R 

d'oii il suit qu'on pourra exprimery ^^a ^"^^^ ^^ par des intégrales de 
plus en plus simples , tant que n surpassera Tunité. Lorsqu'on sera 
parvenu à f,^ ^.^ ^ , on aura n = ^y^n — 4= 0, et l'intégrale 
proposée dépendra de 

y'^ dx /* dx /*, dx 

Quand a?' -+- o sera un diviseur de la quantité a -♦- fix^ ■+- r^*, 
il faudra que le reste a — /3a -+- ya' de la division de ce trinôme 
par i?^ + a soit nul de lui-même. Or, ce reste étant précisément un 
des coefficients de la dernière intégrale dans (a) , si l'on écrit n + 1 
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au lieu de n ^ on aura par ce moyen 

y"* dx n dx r dx 

et l'on pourra pousser les réductions successives jusqu'à ce qu'on 
soit arrivé à /t^ti^Tb"' ^"^ *® trouvera exprimé par 

dx 



/dx /* , di 



§ 5. En rapprochant ces résultats de ceux du paragraphe précédent' 
il sera prouvé que, quelle que soit la fonction P, Tintégration de 

?dx 



\^a -4- /3i?' -f- yx^ 

peut être ramenée à celle de 

r dx rdx ^ Px^dx 

t/(a?»-f-a)R y R t/ R 

Si Ton avait des moyens pour obtenir ces dernières intégrales , au 
moins par approximation , comme on en a pour calculer les loga- 
rithmes et les arcs de cercle , on pourrait regarder comme intégrées 
toutes les expressions qui s*y ramèneraient , de même qu'on regarde 
comme intégrées toutes celles qui conduisent à des logarithmes et à 
des arcs de cercle. 

Les intégrales 

/dx Px^dx r dx 
¥ ' J "X ' J (ar'-f-a)R ' 

sont donc de nouvelles fonctions transcendantes qu'il faut introduire 
dans le calcul. Mais nous allons bientôt ramener ces transcendantes 
à d'autres plus faciles à calculer et dont on peut donner une inter- 
prétation géométrique. 



(12) 
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CHAPITRE II. 

Réduction de la différentielle -^ aux fonctions elliptiques. — Classi- 
fication de ces fonctions, — Réduction de la différentielle •~-^. 



§ 6. Puisque , par une première préparation , on peut faire en sorte 
qu'il n'y ait pas de puissances impaires de la variable sous le radical , 
nous ferons toujours 



ce qui peut se réduire encore à la forme 




en observant que 




/ 


o/' 



V 



Cela posé , nous allons prouver d'abord par l'énumération des diffé- 
rents cas y que la différentielle 

dx dx 



R yTT~fix^~T^^ 



peut toujours se ramener à la forme 

mdf 



j/l — c' sin. ""f 



où l'on a c plus petit que l'unité. 
Nous poserons en général 

± 1 ± Hx' d= yx* = (dz 1 dzp'x^) (=t 1 ± q'x^) , 
p étant toujours censé plus grand que q. 



1 
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Toutes les combinaisons de signe de l,'fi et y sont au nombre de 
huit 



(1).... 

(2).... 
(8).... 

(•*)•••• 

(8)— 
(6).- 

(7)— 
(8).- 

Nous 
radica 



^/3a?'— yx^={l -f-j»'ar'X l--g'a?')= 
-*- /3i?''— yir*=(l — g V)(;>'ar'— 1)=— 






-/3ar'— yar^=(— 1) (1-+- /3ir' ^ r^^).. 

erons abstraction de la dernière combinaison qui suppose le 
essentiellement imaginaire et qui rentre du reste dans la pre- 



mière. 

Voyons dans quels cas ces équations hypothétiques donnent pour 
j9 et g des valeurs réelles. 

Les combinaisons (2), (4), (5) et (7) donnent pour déterminer 
j9 et g les équations de condition 

p« - g' = /3 , pY = r, 
d'où 

Ainsi p et g sont essentiellement réels , si l'on donne au radical 
|/ J/3'-t-ylesigne -+-. 

Les combinaisons (1), (3) et (6) donnent lieu aux équations 

p^ -4- g' =! /3 , pY =■ y» 
d'où 

il s'ensuit que, pour la réalité de /) et de g, on doit avoir /S' — 4y>o .• 
chacune de ces combinaisons offre donc deux cas différents 



0') 

(8') 
(6') 

(6") 



1 



fix' 



yx^ 



, 1 — fix^ -t- yx^ 
, — 1 -t- /33?' — yx* 
. 1 -+- /3j7* -h y^* 
. 1 — i3ar' -+- y:r* 
. — 1 -4- i9:i?' — yo;^ 



avec 

/3' — 4y>o, 

avec 

0» — 4^ < 0. 
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Transfortnation de (S) et de (A). — La limite de x dans (d) étant 
- , on fera 

dp = - COS. 9 et = c , 

9 P"-^9" 

ce qui donnera 

dx c — df 



^ P l/l— c>sin.»^ 

La combinaison (4) se ramène à la précédente en changeant 
simultanément/) en g et ^ en je? dans chacun de ses facteurs. Sa trans- 
formée sera donc la même , mutatit mutandis. 

Transformation de (5) et cfe (7). — On fait 



1 p^ 



p COS. f p* "♦" î* 

et Ton a 

dx c df 

^ P V^l — c'sin.>' 

La combinaison (7) se déduit de (5) en changeant/) en g et ç en />. 
On posera donc 

X = , c' = — ^ , 

q COS. 9> p' •*" î* 

et la transformée sera 

dx c df 

^ 9 ^^1 — c'sin.'ç 
Transformation de (!')• — En posant 



ï .-__ P'-9' 



^ = - tang. f , ' -^ = c' , 



or? a 

il vient 

dx 1 c?9 



Discussion et transformation de (S'). — Pour que le radical R soit 
réel , on doit avoir simultanément 

1— />'x*>o, 1 — g'^'>o; ou l — jo'a?'<o, 1 — g'a?'<o; 



c'est-à-dire 

1 11 1 

p q P q 

Puisque/) est par hypothèse plus grand que q, ces quatre inégalités ^ 

se réduisent à 

1 1 

j? < - ou j? > -• 

P 9 

La formule 

(«') = (! -/>'*') (l-îV), 
servira donc depuis xs=: o, jusqu'à j? = - , et 

depuis xs= - jusqu'à or = oo • Dans le premier cas on fera 



et Ton aura 


1 . q 

a? = - sm. y , - — c , 
P P 

dx 1 df 






• 

dans le second , on 


^ P J/1 — c'sin.'î» 
L posera 

1 î 


et la transformée 


q sm. 9> p 
sera 
dx — dff 




R p^/l — c'8in.> 



la mèmc; au signe près^ que la précédente. 

Discussion et transformation de (6^). — Le radical sera réel si l'on 
a simultanément 

1 — g'a?'>o, p^'x^ — 1 > <>; ou 1 — 3'a?'<o, j»'a?' — l<o> 

c'est-à-dire 

11 11 

a?<— ,a?>— , ou a?>-,a?<-« 



( 16 ) 

Or, la seconde hypothèse 

1 i 

* > - , ^ < -, 
^ ? 

est visiblement absurde, puisque g étant moindre queji?, si x sur- 
passe -, il surpasse a fortiori-. Soit donc fait 

o' — g' 1 

c» = 2. et a?' = 



j»» ' j»'(l— c'sin.'y)' 

on aura la transformée 

(2ar 1 ' df 



R 



P |/1— c^sin.=» 



9» 



Discussion et transformation de (1") et de (8"), — Les quantités 
j>^ et q^ étant imaginaires , ie)s méthodes précédentes deviennent inap- 
plicables. "-' 

On traitera les deux combinaisons simultanément en posant 

1 i: /3a?' -4- yx^ = 1 -t- 2^' cos, d -«- ^'«^ , 
ce qui donnera 

/K 5=s K y et COS. ô = i: • 

On fera 

et prenant c ar= sin. i d , on aura la transformée 

dx 1 d^ 



^ âi/^ j/l — c' sin.» 9> 

Discussion de (6"). — Le radical 

|/— 1 -H /3a?' — ya?* , 
pouvant s'écrire sous la forme 

la transformée de (6") sera celle de (3") multipliée par 77-^1 et par 
conséquent imaginaire de sa nature. 
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On pourrait démontrer a priori que le radical est essentielieinenl 
imaginaire, en posant I3i* = 4r cos.^d; d'où 



valeur dont la réalité dépendra de Téquation de condition \ 

2 l/r cos.'ô.a?"* > 1 -♦- ya?*, ou 
1 — 2l/ycos.'d.^' -H ya?* -*- A"* = o 
= ( 1 — a?' ï/y)'-4- 2ar' vVsin.'d -t- À% 

Cette dernière équation étant une somme de carrés , il est impos- 
sible d'y satisfaire par des valeurs réelles de la variable. 

On peut remarquer maintenant que les valeurs de a;^, qui opèrent 
la réduction de la transcendante /^ , sont au nombre de sept , sa- 
voir 

1 1 s'm.^tp 

ar^ = — cos.'ç, ar^ = , ar' = =-— , 

q p COS. ç) p cos.^ 

1 . l 1 

ar^=--; sin.>, ar' = -— r-— , ar» 



p"" q^ sin.'9» jo — p c sin. ç» 

1 

^^ = - tang.'ip. 

Les six premières sont comprises dans la formule générale 

A -f- B 'sin.'« 

X =3 ■ , 

C «4- D sin.'ç) 

en assignant des valeurs convenables aux coefficients constants 
A,B,CetD. 

§ 7. Pour opérer la transformation des deux autres transcendantes 






nous substituerons dans ces fonctions , au lieu de a^ les valeurs géné- 
rales 

A -h B sin.^© 1 

"^^ == ? n . ^* ar' == - tang.^if ; 

Ch- Dsin.''9) ^ 

2 



( 18 ) 

ce qui donnera pour résultat les trois transcendantes 

J C-f.Dsin.> J/I — c^sin.> ' 



M'/*tang.'ia>. — ^ M"/- t" 

J V/l-c'sin.> c/ «A^-f-tang.^i 



^ J a^-f-tang. ^y j/l— c"sin.> 



M , M', M'' étant des coefficients constants. 
Le résultat de la substitution de la valeur 

A-t-Bsin.'ç» f* dx 

a? = -:: =—: dans 



/"• dx 



C -f- Dsin.^f 
étant 

C-f-Dsin.'f> rff 



«Vt; 



(A-t-aC)-t-(B-+-aO)sin.> ^/l— c'sin.> ' ' 

il est inutile de s'en occuper, puisque cette forme rentre dans le type 

'A -f- B sin/99 c/f> 



„ pk -f- B sm.' 

M / ; 

J C -4- D sm/ 



9) |/"l— c'sin.> 



Nous essaierons tout à l'heure de ramener à un même type les 
trois transcendantes nouvelles que nous venons d'obtenir. 
§ B. Ce type est la formule générale 

r*k -t- B sin.*f» df^ 

~J l-4-nsin.> V/1— c'sin.> ' 

qui renferme les trois indéterminées A , B et n. 

Les transcendantes qui s'y trouvent comprises portent le nom de 
fonctions elliptiques. Nous verrons au § 29 l'origine de cette dénomi- 
nation. 

Elles peuvent toutes s'exprimer par les trois intégrales 

/—====, /dfVl-c'sia.'f, 



y? 



f 

df 



(1 -t- n sin,' ?) Kl — c' sin.'y 
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En effet , pour n=zOy on a. 



c'sin.'ç» 



H= /(A-4-Bsm.» — : 



? 
et, quand n n'est pas nul , 

df 



(a) .... H = - /-— = 



An — ^ /^ ''f 

*^ y (1 -♦- n sin.» Kl— c'sm.> 

Delà, la division des fonctions elliptiques en trois espèces distinctes, 
représentées par les trois intégrales précédentes. 

Nous dénoterons dorénavant le radical \^l — c' sin. 'y par A et 
aussi par A (^) et A (c, f) lorsqu'on le regardera comme fonction de f 
ou de c et de f. Ce radical est toujours positif, car il ne devient 
jamais nul ou infini , et pour qu'une quantité positive quelconque 
devienne négative, on sait qu'elle doit passer par zéro ou par l'infini. 

La transcendante H étant une fonction de f , son étendue dépend 
de cette variable qu'on appelle Famplitude : la constante c , toujours 
plus petite que l'unité, s'appelle le module (*). 

On pourra représenter c par sin. d , et d sera dit l'angle du mo^ 
dule. En même temps \^\ — c"*, que nous désignerons constamment 
par hy pourra s'appeler le complément du module. 

La constante n qui n'entre que dans les fonctions de troisième 
espèce,* et qui peut être positive ou négative, réelle ou imaginaire, 
se nommera le paramètre. 



(*) Ce mot désigne aussi le coefficient constant au moyen duquel on passe d*on 
système de logarithmes à un autre. Pour éviter toute équivoque, nous ne rem- 
ploierons jamais dans cette dernière acception , sans en avertir expressément. 
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Lorsque ce paramètre sera exprimé au moyen d'un angle , comme 
lorsqu'on pose n =s c sin. A, n = — c' sin.^'A, etc. , cet angle sera 
dit Vangle du paramètre. 

Nous appellerons digamma , epsilon et kappa les trois espèces de 
fonctions elliptiques , et nous les désignerons par les notations abré^ 
gées 

eps.(c, y) = / df\/l — c' sin. 'y =/ a(c, v)^t^» 



kap 



• ('»? C9 ?) == / -- = /tî 

*/ (l-t-«sin.%) |/l— -c'^sin.'© */ V* 



(l+«sin."^)|/l-c^sin.»5> ^ (l-4-«sin.»A(c,^) 



Dans la comparaison des fonctions elliptiques qui ne diffèrent que 
par quelques-uns de leurs éléments , on pourra faire abstraction des 
tSIéments communs. Ainsi , par exemple, à la place des équations 

<lig- (c, 9) -*- àiQ. (c, ^) = dig. (c, fi), 

kap. (n, c, f) -4- kap.(n^ c, (//) = kap. («, c, fi) , 

on pourra écrire plus simplement 

dig. © -4- dig. ^ == dig. ^ , 
kap.^ ■+■ kap. <//= kap./cc. 

Puisque les transcendantes elliptiques sont des fonctions de leurs 
amplitudes , on peut regarder à leur tour les amplitudes comme des 
fonctions de ces transcendantes. Ainsi, en posant dig. (c, f) = p, 
on aura 

j)s=amp. (cjP), sin. ^=sin.amp.(c, ^), a(c, 9))=Aamp.(c,/)),etc. ; 

ou simplement, quand le module est partout le même, 

f s= amp./) , sin. <p = sin. amp.j», ù(f) = A amp.p. 

§ 9. Les propriétés communes aux trois espèces de fonctions ellip- 
tiques sont : 

1® De s'évanouir avec leur amplitude. 
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Pour le démontrer, nous écrirons la formule générale H sous la 
forme 

H=y*(A^Bsin.'^) ( 1 -f- nsîn.'^)""* (1 — c' sin.»"* dfy; 



mais 

— 1 



(1-4-» sin.'^î)" = 1 -f- a sin.'^ -f- x sin.^y -4- /x" sin.^y -\- etc., 

(1 — c** sin.'y)"^ = 1 H- ^ sfn.'f -*- C sin.*^ -*- C" sin.^f» -f- etc. , 

ix, a', etc., étant des fonctions entières de n, et ff, C*, etc., des fonc- 
tions entières de c"*. Faisant le produit des deux séries précédentes 
et de A +B sin.^ ç>, on obtiendra pour résultat une série de la forme 

A -4- A' sin.'y -t- A" sin.*^? -+- A'" sin.® y -+- etc. , 

A', A", A'", etc. , étant des fonctions de A, B, n etc', qui ne de- 
viendront pas infinies tant que ces coefficients ne le seront pas eux- 
mêmes. Or, il est aisé de voir que si, dans la dernière série, on 
remplace le sinus par son développement en fonctions de Tare , le 
résultat sera de la forme 

A -f- A, ^"^ -*- Aj î»^ -+- Aj 5>^ -♦- etc», 

et que Ton pourra appliquer aux coefficients A,, A,, A 3, etc., la 
remarque que nous venons de faire sur A', A", A''', etc. En substi- 
tuant au coefficient de c^f sous le signe /"le développement qui pré* 
cède , l'intégration donnera pour valeur de H 

H=A--4-A, ---4-A, ---♦- A3— -♦- etc. -4- const. : 

et comme le second membre de cette équation s'évanouit, à la 
constante près, lorsqu'on y fait ^ = 0, on pourra supposer cette 
constante nulle en attribuant à la fonction H la même origine qu'à 
son amplitude (*).. 



(*) II n'est pas permis de supposer pour toutes les fonctions qu^elIcs sYvanouissent 

avec la variable. LMntégrale A—^= log;. ^^ par exemple, au lieu de devenir nulle 

quand f =0, prend alors une valeur infinie. On ne peut donc pas toujours prendre 
zéro pour valeur de la constante arbitraire. 
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2* De changer de signe avec leur amplitude, en conservant la 
même grandeur. 

En effet , dans la fonction générale H , la différentielle df change 
seule de signe quand on écrit — f au lieu de f. 

8** De n'avoir besoin d'être calculées que depuis ^ s= jusqu'à 

X 

Pour le démontrer, soit f un angle quelconque : on pourra poser 

i étant un nombre entier et a un angle qui n'excède pas 90®. D'où 

df =± db da^ sin.f = di sin.acos.tV , 

et par conséquent 

sin.'f a=sin.''«c: 

substituant à c^f et à sin.'^f ces valeurs dans la différentielle de H , 
il viendra , en intégrant , 

H [f) = const. d= H (a). 

Mettant au lieu de f sa valeur tV dt. a dans cette équation , puis 
faisant a = o pour déterminer la constante , on aura 

H (tV ± a) = H (*V) =b H («) ; 
d'où l'on tire aisément , en faisant « = 2" et t s= 1 , 

HW = 2h(-;), h(8.I)=8h(^), 
et en général , en donnant à t et à a des valeurs convenables , 

"('■i)-'"(i)- 

Par conséquent , puisque 

on en conclut 

H (iV db «) = 2»H (^] ± H («). 

La fonction déterminée qui répond à l'amplitude f=f est donc, 
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en quelque sorte , la fonction devenue complète. Nous la désigne- 
rons par 

D , ou D(c) quand nous la considérerons comme une fonction du 
module c, pour les digamma ; 

£ ou E(c) pour les epsilon; 

K ou K{n, c) pour les kappa : 

de manière que nous aurons 



D(c) 






K 



/2 df^ 
(l-t.«sm.> 



f) ^{c, f) 



On verra par la suite ( §§ 16, 28 et SO) que les fonctions elliptiques 
peuvent être représentées par des secteurs de courbes fermées, sy- 
métriques par rapport à deux axes rectangulaires comme rellipse. 
L'amplitude , qui n*est autre chose que l'angle du secteur, se compte 
à partir du même axe que le secteur, et la fonction complète est le 
quart de Taire totale. Les propriétés précédentes sont évidemment la 
traduction algébrique des propriétés géométriques de ces secteurs. 
Le secteur BCDF (fig. 1], par exemple, compté à partir du demi- 
axe AB 9 est égal à deux fois Taire BAC plus le secteur DAF, égal à 
son opposé par le sommet BAR , compté à partir de AB. Le secteur 
BCDS" = 4BAC — BAS", et BAS" = BAS si Tangle BAS" est égal à 
Tangle BAS compté de B en S ; et ainsi de suite. 

§ 10. Avant d'aller plus loin , nous ferons une remarque importante 

sur une transcendante que Ton rencontre fréquemment dans la 

théorie des fonctions elliptiques. Cette transcendante est représentée 

par l'intégrale 

dp 



A 



== P. 



1 — ^y 

Si Ton considère — ^ comme le carré de Q\^ — 1 , on aura 

1 y 

P = ^:::::::. arc (tang. = Qp V — 1 ) -H const. : 
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ce qui devient , en vertu de la relation générale 

1 — /!-+-« 
, arc (tang, = » |/— l) = i log. 

qui lie les fonctions circulaires aux logarithmes , 

1 , /l+ffp\ 

F = --- log. I -+- const. ; 

2ff ^ \l — Spl ' 

mais si Ton effectue l'intégration en décomposant le dénominateur 
1 — S^p^ en ses deux facteurs 1 + é*p et 1 — Cp, on trouvera 



^ 1 ,0g. (ît±l] 



const. 



On comprendra ces deux valeurs de P en une seule formule , en écri- 
vant 

^ = Yc ^^' \ ^ ruF / -^j^^^^' 5 

d'oii il suit que si Ton veut que l'intégrale s'évanouisse avecjo^ il 
faudra déterminer le signe ambigu de manière à ce que P ne con- 
tienne point le logarithme d'une quantité négative. 

§11. Occupons-nous maintenant de la discussion des trois trans* 
cendantes 

/A H- B sin.' V d'j /^ do /^ l do 
: ^.-i-, / tang.'içj. ~, / ; -, 
C-+-Dsm.'^ ù^ J A ^ a^-+- tang.'Jy a 

qu'il s'agit de réduire aux fonctions elliptiques. D'abord, il est 
évident qu'à l'exception du cas où C serait nul, la première ne diffère 
pas de la fonction générale H , à laquelle on la ramène immédiate- 
ment en divisant les deux termes de la fraction par C 
Quand € est nul , on a 

/A-*-Bsin.''j> rfy k p d^ B 

Dsin.> ' T ^ D J sin.>.A "*" D *^* ^ ' 

ce qui donne lieu à une nouvelle transcendante /^A^-^ • 
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Four la réduire, je différentie le produit à cot. f ; ce qui me donne 
successivement 

— c* sin«s> CO8.9. do COS.9 rf© 

d(^cot.f)= ' ' — - ' . ^ — A. 



A sin.f? sin.'f 

— c' COS.'f» CÎf» A'rfçj 

A A sin.'f 

do 

= : ( c' sin.*o cos.'a -t- a') 

A sin.'y 

do , . , V c^9 c'sin.*c?.c/flp 

— J_(i_c'sin.V) = ~— -+- —^' 

Asin.''^ Asin/^ A 

d'où (*) 

/* dtf y^c' sin.'y.rf^ 

— : = / ' — A cot. y =dig. ^ — eps. y — A cot. ^. 

ASin.'^ t/ A 

La valeur de la seconde transcendante s'obtient en observant que 

1 — COS.ç) (1 — cos.^)' 

tang.'i^ = •; == r—; » 

1 -4- cos.ç sm. y 

d'où 

/d-s /• do Pdo ^ /^cos,odo 
tang.H?. — = 2. / r- / — — 2, / r-~- 
A t/ ASin.'*^ t/ A e/ A Sm. fJ 

Des trois intégrales du second membre , les deux premières nous 
sont connues, et la troisième s'obtient sans peine en posant csin.f =07; 
on trouve ainsi 

" cos.^ A 



/- 



A sm. ^ sin.^ 

et finalement , toute substitution faite , 



/do 
tang.'if — = 2a tang.if -♦- dig. ç> — 2 eps. f. 



(*) On peut voir au § 14 une manière plus directe d'obtenir cette intégrale. 
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Pour réduire la troisième transcendante , nous écrirons .T^V'l au 

' l-f- COS. y 

lieu de tang.'^^; ce qui donnera 

.-. f* ^ df^ P \ -4- COS. y rff» 

t/ tt/cc -+-tang.*iy A J afji'\'\-\-[ayi — l)co8.^ A 

Posant , pour abréger, ^^^ = A, il vient pour l'intégrale précé- 
dente 

m ^ y ^l -\- cos.y ^ c[f 

tfytt — 1^7 À + COS.^ A 

1 /^(^ — COS.f) (1-4-COS.^) d<f 

CLfJL \J 






h^ — cos.*^ A 

h — 1 ■+- (A — 1) COS. ^ -t- sin.' ^ dt^ 



h^ — 1-4- sin.'*^ 

Sous cette forme , elle dépendra de 

/A — 1 -+- sin.^y df 
h^ — 1 -+- sin.'ç. A 
la même que 



/ 



A -4- B sin.'ç) df 



C ■+- B sin.^y A 
que nous venons de discuter , et de 

cos.^ d'f 



h 



• ■- ■ • 



h^ — 1 -t- sin.^ç» A 

Cette dernière expression s'intègre avec facilité en posant 

1 

h^ — 1 = m , sin.y = 



y étant une nouvelle variable. On obtient ainsi 



(8) 



/• cos.^ d'f 

h^ — 1 H- sin.'ç» A 

1 / mA 

arc I tang, == 



a^a 



y/m-^nv'c^ V sin.f . kwTh-^w^ 
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Si l'on avait h"" — 1 ss o, ce qui répond ha =0^ cette équation se 
réduirait à 

COS. f,df 



/COS. f.df 
sin. ^f • A 



sm.^ 

Dans le casde a/tc -*- 1 = 0, on a A =0, «1 =: — 1 et la formule (8) 
devient 

/COS.© «?f 1 / — ^ \ 
1 — i-= — — arc tang.= : ); 
-l^sin.> A j/_(i__c^) \ sin.fV^-(l~c^)/ 

mais , à cause de la relation 1 ss 2»'+ c"* entre le module c et son com- 
plément bf ainsi que de la formule générale 

arc(tang. =a|/— l) = ilog. •- , 

|/ 1 \* — ^/ 

il vient simplement 

/cos.f rff 1 / f>sin.y "4- A \ 

~1 ^sin.'y * T "" "" 26 ^^ A ^ sia.ç) — ^) 

Observons à l'égard de cette dernière équation , que la quantité 
entre parenthèses est essentiellement négative , car on a 



A = |/l — c^ sio.'î» = V/cos.'f -f-6'sin.^y, 

et, par conséquent, fcsin.y < a. Mais si Ton faitp = "°'^ - , on recon- 
naîtra que rintégrale cherchée revient à — r /j_f , et qu'ainsi on 
devra changer le signe de la quantité b sin.^ — a , en vertu de la 
remarque que nous avons faite au § 10, si l'on veut que l'intégrale 
s'évanouisse avec p ou , ce qui revient au même , avec l'amplitude f . 
Dans le cas de a^u — 1 =0, la formule (1) devient 

/{i -^ cos.f) df 1 r l • xl 

^ ^ — -= _ dig. H arc(sin.=:csm.v) l- 
(a/x -+-1)a ayu-t-lL ^ J 

§ 12. Lorsque la constante a est imaginaire , m qui est une fonc- 
tion de a devient également imaginaire ainsi que la fonction circu- 
laire qui entre dans la formule (8). Dans ce cas , l'on commencera par 
mettre cette fonction sous le forme A + Bl^ — l,AetB étant des 
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quantités réelles , par les méthodes conoues. On remarquera ensuite 
que le polynôme qui a fourni le facteur 

N N 



en contiendra nécessairement un autre de la forme 

qui donnera lieu à. une seconde fonction circulaire dont la combi- 
naison avec la précédente donnera un résultat réel. En effet, dans te 
§ ^4, au lieu de décomposer la fraction rationnelle P en facteurs de la 
forme -7^:5;^— , N et a pouvant être imaginaires, nous eussions pu la 
décomposer en facteurs de la forme 



M -f- M'a? 



t ^-x 



\(x^ + a)^ -♦- i3^]'» 



M, M', a et /9 étant toujours réels; de cette manière, la fonction 
f—^r- aurait dépendu d'un certain nombre de transcendantes élé- 
mentaires de la forme 



Â 



M -+- M' ar' dœ 



réelles de leur nature, puisqu'elles ne contiennent que des coefficients 
réels. Par conséquent , si un autre mode de décomposition fournit 
des transcendantes qui renferment des termes imaginaires , il faudra 
nécessairement que ceux-ci se détruisent entre eux soit immédiate- 
ment , soit après qu'ils auront été développés en séries. 

§ 13. Résumé. Les trois transcendantes 

r"' y "^ T' J x^ ^a T 

dont dépend, en dernière analyse, l'intégration de la fonction générale 
î^ , peuvent toujours être réduites soit à des fonctions connues , 
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soit aux transcendantes elliptiques. Les valeurs de x"^ qui sej^iront 
à opérer cette réduction , seront de la forme 



A -+- B sin.'© 



C -+- D sin.'y 
ou 

a?* = M tang."*^^ 



si le radical ramené à la forme v \± jSo?' -4- yx^ offre la relation 

<3' — -^y < o. 

§ 14. Théorème. Si ^ est une fonction rationnelle paire desin^f, la 
fonnulej -^^ pourra toujours se réduire aux fonctions ellip- 
tiques. 

Dêhonstration. Si Ton pose sin. fs=j;, on obtient immédiatement 

/df /^ dx 

et Q étant une fonction rationnelle de sin.^f , devient une fonction 
rationnelle de d?^. Ainsi Tintégrale cherchée dépendra de la formule 
f^^ , et se trouvera, par conséquent, sans difficulté en réduisant 
celle-ci aux transcendantes elliptiques qui en constituent la dernière 
expression. Mais on y parviendra d'une manière plus directe par la 
méthode suivante. 

Considérons d'abord le cas où Q serait une fonction entière , et soit 

Q^^An-Bsin.'y-t-Csin.^f -+-etc. ; 

/^do /^dv /*sin.>.rfo ^ y^sin. *».€?© 
-^deviendra A /— î- ^- B / ^—^ -^ C f ^—^^etc.; 

mais en diflFérenliant la quantité A cos.^ sin.2*— 3^ ^ on trouve aisé- 
ment la formule 

Acos.^sin.2*-3y=(2Jt--3) / "^ ^ 



(4). . . / ^.(2Jt-2)(l-v-c^)/^ 



sin.2*— 2^.c;^ 



^ 
sin.2*y.rf'^? 
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d'où il suit que tous les cas de l'expression 



P 



sont ramenés aux deux suivants 



/sin.^f.ii^f pdf^ 
-^— =y— =d.g.,, 

Soit maintenant Q une fonction rationnelle quelconque de sin.^^ : 
après en avoir extrait la partie entière et l'avoir traitée comme il 
vient d'être dit, le développement de la partie fractionnaire pourra 
toujours se faire de manière que chaque fraction partielle soit de la 

forme 

N 



(1 -»- nsin.'^^) 



A' 



n et N étant des coefficients constants réels ou imaginaires ( voyez 
la note I'"). Il s'agira donc de réduire la formule 



/ 



if 



(l H- n sin.' ç>)*A 



aux formules les plus simples de la même espèce. Or , si l'on diffé- 
rentie la fonction 

A sin* ^cos. f 



(1 ■+- n sin.'^)*— * 
on trouve pour résultat 

rf^/(l ^ nsin.'^)i-*[l— (2 -+-2c")sin.'y -*-8c»sin.*î>] 
A (-+-2n(l — ife)(l-f-nsin.'fi)"*[sin.''y — (l-i-c'')sin.*y-f.c'sin.^^]' 

Faisant 1 -t-n sin.^^=j(, d'où sin.'y =5^^^^, et substituant dans 
le polynôme entre accolades , on pourra lui donner la forme 

A B . C D 

— »i_ j_ j- • 

Z^ 5î*-l 55*-2 ;5*-3 
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Remettant alors au lieu de s sa valeur l-f-n sia.^'y , multipliant 
le résultat par -^ et prenant Fintégrale de chaque terme, il viendra 

A sin.f COS. y /^ df 

(1 H-nsin.'^)*-* ^ (1 -f-nsin.'ç>)*A 

(5). . ^ '^^Jf^l^nsin.\)^-'^^ '^ ^J {l + nsin.'f)^-^! 



formule dans laquelle A , B , G et D représentent les valeurs sui- 
vantes 



e 



D=-(2*-6)- 



«' 



Si Ton y fait ^ = 2 et que Ton pose , pour abréger, 



= (lH-«)(lH-^), 



on aura 

^a /^ df A sin. f cos. ^ 

n^ (!-+-« 8in.*^)*A 1 h- n sin.'ç> 






-+- 1 -4- 



Mais , au moyen de la formule (4) , on trouve 



/* df I n\ n 

(1 -♦- n sin.» -- = ^ l -+- — j dig. f — — eps. f ; 
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par consé€|uent 

m - /2__iL__ 

«^/ (1 -♦- nsin.'yj'A 

Asin.fcos.f) 
l + nsin.'f 



/l c'\,. 1 / 24-2c' Sc'\, 



Si Ton fait A = l dans la formule (4), on tombe sur la valeur de 

/■■ ■ ^A trouvée au ^ 1 1 . 

§ 15. Les formules (4) et (5) offrent le moyen le plus sûr et le plus 
facile de ramener Tintcgrale /^^^ aux fonctions elliptiques^ chaque 
fois que Ton n'aura pas simultanément R == 1^ 1 d= /3ar' -4- ya?* et 
/3' — A'y<Co» En effet , les valeurs de x^ qui seryent à opérer la ré- 
duction de ce radical étant alors de la forme 



^' 



A -4- Bsin.^çj 
C -f- Dsin.'^ * 



leur substitution dans le polynôme P n'y introduira que des puis- 
sances paires de sin.^ , et l'intégrale proposée prendra immédiate- 
ment la formey-^-^. 

Il n'en sera pas de même dans le cas d'exception précité : alors le 
radical affectant la forme 



R = i/l -f- ^fjLx"* cos.O -^ ix^x* (§6) , 
il faudra prendre 

1 11 COS. f 

x^ = -tang.'iy = — , 

fi ^ 1 -H COS.^ 

valeur que l'on ne pourra substituer dans P sans y introduire des 
puissances impaires du cosinus. 

Pour éluder cette difficulté , on cherchera d'abord à transformer 
le radical de manière à ce qu'il offre le produit de deux facteurs bi- 
nômes réels. On y parviendra par l'hypothèse 



/Ud? 



' -»- cos.ô -f- V 1 H- '^fix'' cos.ô -+- fji'x^ = 2y' , 
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qui donne 

1 / sîn.'dX 
.r' = ~ «' — COS. 6 , 

et 

/dx 1^ y^ dy 

où Ton voit qu'en effet les deux facteurs de la quantité sous le ra- 
dical sont réels. On voit aussi que la moindre valeur de y étant 
COS. i ô, on pourrafaire y = ^°'' ^ ■ , ce qui donnera la transformée 
suivante , oij l'on a fait c=sin. |^ , 

09 



/dx 1_ /l , 



c sm, (j> 

et x^ deviendra 

1 / cos.'i^ sin.'d. cos.'o \ 

ar» = - -— -^ COS. ; ^ • 

fl \ COS.'f 4 cos.^iô / 

En substituant cette valeur, on atteindra , à la vérité , le but pro- 
posé; mais cette méthode a l'inconvénient de rendre le polynôme 
transformé Q, d'un degré double de celui du polynôme P. C'est pour- 
quoi y nous pensons que , d'ans le cas d'exception dont il s'agit , il est 
plus avantageux de ramener l'intégrale y -|^ aux trois transcendantes 



/dx px^dx /^ 



dx 



a)R 



sauf à réduire ensuite ces transcendantes, soit aux fonctions ellip- 
tiques, soit aux logarithmes et aux arcs de cercle. 
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CHAPITRE III. 



Propriétés générales des digamma de même module. 



§ 16. La première et la plus simple des fonctions elliptiques est 
J -r 9 que nous avons nommée digamma, et dont nous allons donner 
une représentation géométrique (voyez la note H). 

On sait que Taire mixtiligne comprise entre un arc de courbe et 
les deux rayons vecteurs qui le terminent , a pour expression 4 /^'rff, 
en désignant par p le rayon vecteur et par f Tangle compris. Si nous 
posons régal ité 



^ J Kl— c'sin. 



'f 



Féquation polaire que nous en déduirons 

2 

y\ — c^ sin.'î» 

sera celle de la courbe GBED {fig. 1) qui jouira de la propriété que 
l'aire RAB sera égale au digamma de Tangle f . Nous l'appellerons la 
fausse ellipse , à cause de son extrême ressemblance avec l'ellipse , 
courbe K laquelle il est donc naturel de la comparer. 

L'équation de l'ellipse dont le demi-grand axe=l, le demi-petit 
axe «=a i&, et l'excentricité = c, est y"* -+- h^x'' = i&^ : si l'on prend le 
centre pour pôle , et qu'on représente par y l'angle entre le rayon 
vecteur R et le petit axe , l'équation polaire de cette courbe sera , 
puisque y=R cos. ^ et orsRsin ^, 

h 

|/1 — c' sin.^ V 
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d'où Ton conclut cette relation 

qui subsiste pour toutes les amplitudes et pour tous les modules. Il 
s'ensuit aussi que , si Ton construit une parabole dont le paramètre 
B=: ^ , ses abscisses représenteront les rayons vecteurs de 1 ellipse , et 
ses ordonnées ceux de la fausse ellipse. 

Nous proûterons de cette propriété pour construire la fausse ellipse 
par points. Après avoir construit Tellipse cbed , que nous nommerons 
Vellipse génératrice^ dont le graQdaxe=âet Fexcenlricité = c, et 
mené autant de rayons vecteurs que Ton voudra , on prendra sur la 
ligne indéfinie \>x {fig. 2) , deux longueurs AD , AF égales entre elles 
et à 2^. Alors , si kp représente un rayon vecteur de Fellipse , pm 
représentera le rayon vecteur correspondant de la fausse ellipse, 
pourvu que Ym ait été pris égal à Dp. 

En effet , par cette construction , le point m appartiendra à une 
parabole dont la directrice sera DE , le sommet A et le foyer F. 

Soit Sa le grand axe d'une ellipse quelconque : l'équation de la 
fausse ellipse devient 

Sa' 
Va^ — c^^sin.^ç» 

si l'on y met , au lieu de l'unité , les puissances du demi-grand axe a 
qu'elle doit représenter pour que l'équation soit homogène. Faisant 
successivement ^3=0 et ^ == 90°, on a pour valeurs du demi-petit axe 
et du demi-grand axe de la fausse ellipse 






d'où 



.a 



A'B' 






l/A^cos.^y-t-B^siki.^ 



C^est l'équation générale d'une fausse ellipse de dimensions quel- 
conques , rapportée à son centre et à ses axes. 



-( 36 ) 

§ 17. La propriété la plus remarquable des digamma fait Tobjet 
du théorème suivant : 

Étant données deux amplitudes f et tp, on peut toujours assigner 
olgéhriquement une troisième amplitude fx,^ telle que 

dig. y dz dig. ^ = dig. iu. 

En différentiant Féquation précédente dans Thypothèse de ^ con- 
stant (ce qui est permis , car les variations de ^ peuvent être attribuées 
à celles de la seule amplitude <p) , on obtient 

ao dà 

"^ d= — î- == o. 



Choisissons une nouvelle variable t^ telle que dt == •——. : nous 
aurons 

d^f . . d^^ , . 

-; — = — c sm.ccos.o , -r-r- == — c sm. J'cos.tl'. 

dt^ ^ ^ dt^ 

Si l'on prend |):^=^-4-</', 9=? — ^, il viendra 

V — iC/'+î)» ^ = i(f — î); rf'f-4-rf>=rf>, d\-^d'^ = a'q; 

dp 
(1) = — Jc'[sin.(/>-i-5)-f-sin.(/ï — ç)]= — c^sin./jcos.g, 

rf'g 

(2) — == — ic'*[sin.Q9-h<|[) — sin.(p— ç)]=— c'cos.|>sin.g. 

dt^ 

Mais on a aussi 

dp dq df* </(//' 

dï ' di'^dê "~ 5^= — ^'(8*^-> — s'*'^-»=i^' (cos.âî»— cos.2^) 

:=ic''[cos.(/î-f-'ç) — cos.(p — 9)1 = — c'sin.jBsin.g : 
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divisant les équations (1) et (2) par 

dp dq 



? 



dq COS. q 
sin. q 

dp COS. p 
sin. p 

Ces deux résultats s'intègrent , et donnent , en désignant par a et par 
a des constantes arbitraires , 

dp dq 

log. — = log. sin. q -f- loQ.a , log. — = iog. sin. p ■+- log. a ; 
dt dt 



on aura 


* 


• 


dp COS. q dp 
, , — . ^ , ou 
dpdq sm. q dp 




d'q cos.o dq 

= -: , ou — 

dpdq s\ïi,p dq 



et , passant aux nombres , 

— =s a sin. q . — ■ = a, sm. p. 
dt ^ dt ^ 

Remplaçant p , ç, ^ ^^ ^ P^^ leurs valeurs , oa aura 

(3) A (y) =p A (<//) = « sin. (ç> — t/»). 

» 
(4) A (y) ± A (^) = a' sin. (y -4- <p). 

Chacune de ces équations est une intégrale de Téquation diffc- 
rentielle dont nous sommes parti ; mais on peut en obtenir une troi- 
sième qui sera plus simple , en éliminant dt entre les équations 



a sm. ç , — =5 a sm. p : 
dt dt 



dp dq 

la résultante 

adq sin. q = a^dp sin. p, 
et son intégrale 

a COS. q = a cos. p '^' a\ 

conviendront à Téquation différentielle , lorsqu'on aura réduit à une 
seule les trois constantes arbitraires a , a' et a'. 

Pour y parvenir, je remarque que , puisque <^ = o donne dig. ^ = o, 
il suit de Téqualion hypothétique dig. y db dig. «/'ssdig. /u, que fz est 
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ce que devient Tare ^ dans l'hypothèse de ^ iss o. Les deux inté- 
grales (â) et (4) donnent alors 

> zp\ ^ A(fc) =h 1 H- A (a*). 

a = ; j a= : : 

sin./u sin./a. 

mettant ces valeurs dans Téquation a cos. q = cc! cos,p-^a', qui (dans 
rhypothèse actuelle oîi /î = g =/u) devient (a — a') cos. fi.^i=ia'\ nous 
aurons 

^ == =F 2 -^ : ; 

sin. /u, 

substituant ensuite dans a cos. q = a cos. p-^a!\ après y avoir mis 
f> + t/'eti// — i//àla place de /? et de ç, nous obtiendrons 

cos. ('^— .^).[zf:l-+- A(A*)]==cos.(î»-t-</')£±:l -+- A(yC£)] zpScos.A; 
résultat ^ui se réduit à 

(5) . • * . COS. y cos« (pzpsin, y sin. ^ a(^) = cos.^u. 

§ 18. Le premier usage qu'on peut faire de cette équation double , 
consiste à trouver Tare fc qui répond à la somme oii à la différence 
des digamma de ^ et de «/«^ lorsque ces arcs sont connus. Il faut , pour 
cela, résoudre Téquation (3) par rapport à sin. ^ ou h cos. /u; mais 
on arrivera plus facilement au résultat, en mettant dans les équa- 
tions (S) el (-4) les valeurs de a et de a' rapportées plus haut, et en éli- 
minant successivement ^ (fjc) et sin. fi. Pour éviter les embarras du 
double signe , nous opérerons ces calculs avec les signes supérieurs 
seulement : nous obtiendrons de cette manière , après les réductions 
et les développements nécessaires ^ 

sin.'© cos.'*(/' — €OS.*y sin.^<// 

sin, fj. — -: — : — ,. 

sm. f COS. </<A (tf) — sm* ^ cos. ©a (y) 

sin, <p cos.^^(f) — sin. tp cos. 53^(1^) 

A (/te) =5 * 

sin. f cos. yj/A (</^) — sin. \p cos. y A (j?) 

On multipliera ensuite les deux termes de chacune de ces fractions , 

par sin. f cos. «|;A [p) + sin. <// cos. fA (^) , et on les divisera en même 

temps par 

sini.^^ cos.'i// ~ cos.^^ sin.'<^ , 
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en " 



observant que cette quantité n'est autre que 

(1 — COS. ^f) COS. '^(p — (1 — COS. ^ip) COS. '9> = COS. ^ip — COS. 'y , 

(1 — sin.'^) sin.'y — (1 — sin.'y)sin.'(// = sin.''^ — sin. 'tp : 

il viendra , pour lors , 

sin. 9? COS. »^A '( <// ) -4- sin. ^ COS. yA ( y ) 

(a) • . . . sin./tc = ' ; : > 

1 — c'* sm. ^f sin. ^«/^ 

' A {'f) ^ ("f) — c''sin.y sin. if COS. ^cos. i/» 

(i&) . . . . A(^) = : : • 

^ ' ^ ' 1 — c"8in.>sin.='^ 

Substituant cette dernière valeur dans l'équation 

COS. f COS. ^f — sin. y sin. ^.A (/u) = cos. fi , 
on aura 

COS. f COS. ^ — sin. f sin. 4> a (y) A (ij) 

(c) . . . . cos.^ =r= ~ 7-: — - — 7—, ; 

1 — c sin. ^f sm."^^ 

d'où l'on déduira 

tang. ç, a(«/^) -H lankQ.ip A (y) 



(d) , , . . tang./u == 



1 — tang.^ tang. <p ^(f) à(^) 



Dans le cas 011 l'on considère les signes inférieurs (ce qui revient à 
changer h- «/^ en — «p , et par conséquent 



en 



H- sin. f^ -+- tang. ^, -h dig. «p, 
— sin. t/^ , — tang. ^ , — dig. «p , 



tandis que les fonctions cos. ^et a («p) restent les mêmes), on trouve ^ 
en vertu de ce qui précède , 

stn.y cos«<pA(i/>) — sin.<^ cos.^a(^) 

^n.fi = r-^—i — r— 7; 1 

1 — c sin.\ sin.*!// 

A ('^)a (</')'-♦- c^'sin.^ sin. «p cos. f cos. ^ 

1 — c' Sin.* f sm.^ 
COS. f COS. i// -4- sin.y sin.</'A (^) A (if) 



COS.^e = 



(e) . . . . tang./(£ = - 



1 — fc"* sin.'^ç» sin.-i// 

tang. f^(^) — tang.(//A (^) 
- tang.'^lang. .//a(^)a(./.) 
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§ 19. La construction de t'elHpse génératrice facilite beaucoup celle 
des formules (d) et (e),qui donnent la tangente de l'amplitude /x cor- 
respondante à la jsomme ou à la différence de deux digamma. La 
formule (d) , par exemple , donne /k = / -+- «^' quand 

tang. '/ = tang. ç>A(t/^), tang. i/^'sïïtan^. «/^a(ç>) : 

or, si Ton construit à la fois Fellipse cbe (fig, 1), et le cercle cpe 
dont le rayon est Tunité , on aura 

— b 

tang. ff>=ntp, A(«p) = 



Ar'' 



tang. ^== w'/}, a{'^) = -z; 

Ar 

d'où 

tang. / : mp y, bi Ar' , 



tang. ./;' : m'p : : 6 : Ar. 

De cette manière, on pourra construire par leurs tangentes trigono- 
métriques , les angles y' et / dont la somme /u. répond à Taire BAS , 
égale h la somme des aires R'AB et RAB. 
Si Ton fait /x= ^r dans la formule générale 

dtg, if) H- dig. (»/') = dig. (ac) , 

les deux fonctions seront en quelque sorte cowjpfémen/» l'une de l'autre , 
puisque leur somme est égale à la fonction complète D. Alors on aura 
immédiatement, par la formule (5) du § 17 , l'équation 

b tang. f tang. <p = 1 ; 

d'où l'on déduit., pour l'expression de ^ en ^ ^ 

cos. (f> b sin. 'y , . b 

sin. (// = — —-, COS.. ^ = -— , A ('//) = 



A {■:i) A (f) A {f) 

Si Ton prend les angles y et ^p l'un au -dessus et l'autre au-dessous 
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du petit axe de la fausse dlipse, le secteur qui répoudra à teur 
somme , sera équivalent au quart de l'aire de cette courbe. De plus , 
les deux rayons vecteurs p et / qui correspondent à ces angles , sont 
liés entre eux par une propriété que nous allons démontrer. 
D'après le§ 16, nous avons 

A'B' A'B' 



l/A^cos.^'y-H B^sin.'ç» I^A* cos.^i/» -4- B*sin.=*</» 

L'équation de condition ls=ibtang.^ tang.^, devient as=:b tang.^ taUg.^, 
quand le demi-grand axe de l'ellipse génératrice n'est pa& égjfil à 
l'unité. Remplaçant a et 6 par leurs valeurs^ déduites des équations 



=\/? 



b 



que nous avons trouvées au ^10^ il viendra 

A' COS. f COS. 41 — B' sin. ^ sin. ip = o : 

multipliant entre ell^s les valeurs de p^'eide /"*, l'équation précédente 

réduit ce produit à 

^/ = AB; 

propriété analogue à celle des diamètres conjugues dans Tellipse. 

Le secteur RAB (fig, 1) de la fausse ellipse, étant toujours moindre 
que le secteur correspondant pris sur le cercle dont le rayon est 
/j = AR , et plus grand que le secteur correspondant pris sur le cer- 
cle dont le rayon est AB = B , on a 



Lorsqu'on sort des limites assignées à la constante c. la transcen- 
dante digarama change de nature, et se réduit à des fonctions connues» 
Ainsi 

=:z = dîg. 'f 



A 



V \ — c^'sin.'^ 

devient , quand c=:o , 

f ^? — ? 7 
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c'est-à-dire que le digamma est alors ramplitude même. Daos le cas 
de o=s 1 , on a 

A==== A^=^ilog.({-^^=^!^]=logaang,(4^^ 
J |/l-c^sin.\ J <î<>«-î' \1— sin,î>7 

§ 20. Puisqu'au moyen des formules du § 18, on peut trouver l'ampli- 
tude de la >somme ou de la difierence de deux digamma , il est clair 
qu'on peut résoudre sur la multiplication et la division des secteurs 
de la fausse ellipse , les mêmes problèmes qu'on résout sur la multi- 
plication et la division des arcs de cercle. On peut donc se proposer 
le problème suivant : 

* Assigner l'amplitude f„ , correspondante à un digamma qui vaille n 
fois le digamma d'un arc donné ^. 

C'est , comme on le voit , déduire la valeur de fn de l'équation 
transcendante 

Considérons d'abord le cas le plus simple , qui est celui de la dupli- 
cation : il suffira de faire ^=^f dans les formules du § 18 ; ce qui 

donnera 

2 sin.ç>cos.ç?A(çj) 
sm. y^ = .-— ^-7— — , 

1 — 2sin.'*ç>-Hc'sin.^^ 

COS. f^ = ^-T-T , 

1 — c sm.*^ 
1 — 2c^sin.*(p -4- c*sin.^^ 
^(^»^= 1 - c'sin.4, ', 

. X 2tang.yA(y) 

tang. (y J = •- , . , ^ — • 

1 — tang. 'y -+- c^sm.^ tang,'y 

Mais , à l'aide de la formule de trigonométrie 

1 — COS. d7 

tang. i X = — : , 

sm. X 

la dernière expression se remplacera avec avantage par la suivante 

tang. (i'^3)=tang.yA(^). 
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En suivant cette marche , on trouvera saccessivement 

tang. (iî^J = tang.ç.,A(^,) , tang. (i-^g) = t&ïîQ.<^^^(f^) 

et , en général , 

tang- (if,„) = tang. (,,„) A(yJ. 

Essayons maintenant de résoudre le problème inverse de la dupli- 
cation , c'est-à-dire de déterminer ^ au moyen de f^. Pour cela , il 
faudra résoudre par rapport à sin. "^f , l'équation 

1 — ^8in,''tt) -4- c'^în.^65 
COS. 9»2 = — 



1 — c'^sin.^i? 
en se rappelant que 

A(î>,) = |/l^c'sin.»y, , 

on trouvera successivement 

sîn . _ ' ^ ^ (y.) _ [ldrA(y,)][lzFA(y,)] 
C^(l-t-COS. yj C^(l-4-C0S.yJ[lqpA(y,)] 



sm.^ 



2cos.^iy,[lqzA(y,)] 

sin. ^, sin. -J ç?. 



V/2[lzFA(5.,)]cos.iy, Ki=FiA(^,) 



Cette formule donne pour sin. ^ deux valeurs, parce que l'angle ^, et 
son supplément ont le même sinus._ Si l'angle ^, est aigu , on prendra 
le signe inférieur , puisque c'est celui qui donne la plus petite valeur 
pour sin. f>. En appelant, par analogie, ^x l'amplitude du digamma 
qui est égal à la moitié de celui de ^ , on aura 

sin.i ^ 
sm. f X = 



V^i-f-iA(5.) 



Si l'on fait c sin. ^&=:sin. ^, ce qui donne a (^)=cos. C, on aura 

plus simplement 

»:» r .. 



sin. if 
sm. c I = 

^"^ COS. iS 
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et l^on satisfera ainsi à Féquation 

Passons à la recherche des amplitudes correspondantes à des mul- 
tiples quelconques de dig,^. 

Soient ç)„_^,., f„_ij deux amplitudes qui, d'après la notation 
adoptée, répondent aux fonctions 

<^ig- (?«^. ,)=(»-+-*) àiQ. y=n dig.ç» -t- 1 dig. ^==dig. {f„) -4- dig. (^,), 

nous pourrons faire usage des formules du § 18, en y écrivant ^„ au 
lieu de ^ , et f. au lieu de ip^ ce qui donnera 

. . sin. (y/,)cos. (g,) A (oj) zbsin. (y/)cos. (y„) a (y„) 

^'°- vy^^^P — 1— c'sin.'Cç^njsin.Xfi) ' 

cos.(5>«)cos.(9i) =f:sin.{^„) sin. (fi) ^ {f„) A (^,) 

'"'• (^"i:->= l_c'8in".»(-r-.)sin.n-rO ' 

d'où 

.in I \ ^uîr, t , _. 28in.(y„)co».(^,)A(y<) 
sm. (-,^_^^ ) -H «m. (y^_; = jj-—^-^^^-^ , 

2 C08. (y„) COS. (?,) 
COS. (,„^^ ) -K COS. (,^_,) = t_,,,i„..(,^),i„,(^^.^ . » 

et f en divisant ces deux formules Tune par Tautre , 

tang- i {?n+i -+- f«_,- )=tang. (^/i) a (y^). 
Soit , pour abréger, 

2 A (y) COS. '^ =/), 

1 — c'sin.*i/ = 5f, 
c' sin. ^ 'Y =r z 



I 
1 
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On trouve , pour la suite des sinus , 

P 
sin.f>, = — sin.o, 

P — 9 
8in.o3 =: sin.v , 

^^n.^A^ ^4_^4 /^g^^»?> 

etc.; 
et pour celle des cosinus , ou a , en faisant de plus 

»=1 — 2sin.'5?-4-r=2cos.\ — gr: 

8 
C0S.ç), = -, 

9 

2*g— ûf'-+-pV 
cos.ç>3 = ; £_ cos.o , 

^^ g4_^^4 






cos ^^ 

etc. 



Connaissant la suite des sinus et des cosinus , il sera aisé d'en 
déduire celle des tangentes , des cotangentes ou de telles fonctions 
trigonométriques que l'on voudra. 

Lorsqu'il s'agira de calculer ^„ par le moyen de ^ , on emploiera la 
formule 

tang.i (î>„^, ^ f„-.i) = Atang.î,„, 
ou Ion tire 

tang. i ^3 ==Atang.y, 

tang. (i ^3 -t- i f^ ) = A tang.^, , 

^ang- (4 n -*- 4 ?>/)= ^ tang-f 3 1 
etc. 
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On connaîtra ainsi successivement, par un calcul très-simple, les 
valeurs de ç»^, ^3, etc. 

§ 21. La division d'un digamma donné en un certain nombre de 
parties égales , est un problème algébrique qu'on résoudra par le dé- 
veloppement des formules qui servent à la multiplication. On a déjà 
vu les formules pour diviser par â ou par une puissance de 2. Sup- 
posons qu'on veuille diviser en trois parties égales un digamma 
quelconque : on désignera son amplitude par ^3 , et y sera celle du 
tiers de ce digamma. On aura donc pour déterminer sin. ^, l'équation 

8in.(ç>3)= ■— — — sin.^ . 
q — rp 

4(1 — c'sin.'^) {1 — sin.'çj) —(1 — c*sin.*^)' 
"^ (1— c'sin.\)'— 4c'sin.'4^(l— c'sin.^^) (1— sin.^»^) ®"°' ^' 

qui s'élève au neuvième degré. Elle serait du vingt-cinquième pour 
la quintîsection , et ainsi de suite. 

Les équations sont moins élevées de moitié, lorsqu'il s'agit de diviser 
un digamma complet en un nombre impair de parties. Il en est , à cet 
égard, de la division des digamnia comme de celle des arcs de cercle : 
tandis que la division d'un arc quelconque en n parties égales , exige 
la résolution d'une équation du n°*® degré , celle du quart de circon- 
férence n'exige que la résolution d'une équation du degré ^^. 

Supposons , en général , ^ =i t , afin qu'on ait dig. ç> = - D : 
en faisant 

D = dig. o 

on aura 

dig. y -H dig. ^^_^=D, 

et, par conséquent (§19), 

Atang.ytang.ç)„_j = l ; 
d'oii l'on déduit 

^^"g-?'„«,= ^cot.y,tang.ç»^_^=-cot.^3,tang.y^_^= ^cot.'fs, etc. 
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Si Ton change successivement n en n — 1 , n— â^ n— 5 , etc. , dans la 
formule générale 

tang. (i ^^^1 -t- i ^^_ J = A tang y„ , 
démontrée au § précédent , il viendra (à cause de 7„^=: ir ) 

tang. (J «• -f- i ç>^_2) = ^ **"S- ?„_, = -J ^^*' f ^ 

etc. 

De là résultent des formules assez simples pour déterminer 
?n—2 ' ^«—4 ' ^^' » ^développant celles qui donnent cot. ^3, cot. f^ , etc., 
on aura , par la rencontre de ces deux suites, Téquation qui doit'dé- 
terminer ^ , et le calcul sera moins compliqué que par le développe- 
ment de sin. fn ou de cos. ^„. 

Par exemple , lorsque n ==: 5 , il faudra éliminer |f 3 entre les deux 
équations 

A A 

tang. (ir H- 4^3)= -cot. y, tang, (4^3 -+-4^)= A tang. f.,=: ■- cot. ^^3, 

et mettre ensuite , au lieu de cot. ^3 , sa valeur 

^sq — q*'\-p''r 



P —9 



cot. f 



déduite des équations du § !20. Cependant, il sera plus avantageux , 
dans ce cas particulier , de remplacer tang. f^ par sa valeur 

2 A sin. ^ COS. (j> 
1 — 2sin.'yH-c''sin.^y ' 

tirée du même paragraphe. On obtiendra ainsi , en faisant sin. f=a7; 

équation pour la quintisection de D , laquelle , étant entièrement dé* 
veloppée , montera au degré 12 =; — ç"* 
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§ 22. Nous venons de voir comment on trouve la relation entre 
^„ et ^ pour que dig. (^^J = n dig. ^ , n étant un nombre entier. S'il 
fallait trouver la relation entre f et rp pour que dig. </< e= — dig. ^, 
m et n étant entiers, on prendrait un angle auxiliaire cj, tel qu'on 
ei!kt à la fois h dig. (p=dig. co^ et m dig. ^== dig. cj. La première eon* 
dition donnerait une équation algébrique entre les sinus des angles <p 
et CJ ; la seconde en donnerait une entre ceux des angles ip et o) : d'oii , 
éliminant a , on aurait la relation cherebée entre ^ et t/^. En général , 
on pourra toujours satisfaire, par une équation algébrique, à l'équa- 
tion transcendante 

m dig. f -}- n dig. tp -^p dig. a h- etc. = o. 

« 

Pour le démontrer , nous poserons 

wdig. f =dig. /, 

jgx . « àig. ^ = dig. ^' , 

j9 dig. û) = dig. ça' , 
eic* • 

ce qui donnera 

dig. / H- dig. ^' H- dig. cj' -+- etc. ="0. 

La question sera ramenée à trouver les relations algébriques qui cor- 
respondent aux équations précédentes : or , on sait comment il faut 
s'y prendre pour les premières ; et quant à la dernière , on la décom- 
posera en d'autres qui n'aient que trois termes. Supposons, pour 
fixer les idées , qu'elle n'en ait elle-même que trois : on posera 

et il viendra 

dig. (L -f- dig. w' = 0. 

En cbassant /u' des équations algébriques qui correspondent à celles- 
ci, on obtiendra une résultante algébrique entre les sinus et les 
cosinus des arcs /, ^' et cj'. On la combinera avec les équations algé- 
briques qui répondent aux équations (6) , pour éliminer /, ^' et cj', 
et l'équation finale sera la relation demandée. 
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§ âS« Etant doQoés le module c et l'amplitude 9 , on peut trouver, 
par une construction géométrique assez simple , l'amplitude ^„ qui 
convient à la fonction dig. {c, ^„) égale à n dig. (c, f). 

CoRSTRUGTiofi.Surla circonférence, décrite du centre C(/Ê^« 3) avec 
un rayon égala l'unité, prenez l'arc AM^ égal k^p ou S^, ; prenez en- 
suite , à compter de la même origine A et dans le même sens , l'arc 
AMjM, égal à 2^3 ; tirez la cordé M^M, , et divisez en deux parties 
égales l'angle AM^M, , par une droite M,D , qui rencontrera en D le 
rayon AC prolongé. Du point D comme centre , et du rayon DO, per- 
pendiculaire à la corde AM, , décrivez une seconde circonfjprence qui 
touchera les deux cordes AM, , M^M^. Cela posé, si du point M^, , on 
mène au petit cercle une troisième tangente M.M}, qui rencontre la 
grande circonférence au point M^ , ce point M3 déterminera l'arc 
AMjM^Ms =: 2^3 9 dont la moitié ^3 servira à la triplication du di- 
gamma de f ; de sorte qu'on aura 

<J'S-(c, î'3) = Sdig.(c, f). 



De même, si du point M3 , on mène une nouvelle droite M3M^ , qui 
soit à la fois tangente au petit cercle et corde du grand , on con- 
naîtra le point M^ , qui déterminera l'arc AM^Mj^MjM^œ 2 ^4. Conti- 
nuant ainsi indéfiniment , on formera un polygone , dont chaque cêté 
sera tout à la fois inscrit dans la grande circonférence , et circonscrit à 
la petite. Ce polygone déterminera, par les sommets M^, M,, M3, etc., 
de ses angles successifs, tous les arcs 2^», , 2^^, 2^3 , etc. , dont l'ori- 
gine est commune en A, et qui, à compter du second, serviront à mul- 
tiplier le digamma proposé par les nombres 2, 3, 4 , 5 , etc. , jusqu'à 
telle limite qu'on voudra ; d'oiî il suit que ,,par une construction géo- 
métrique qui n'exige que la règle et le compas , on peut parvenir à 
déterminer l'amplitude f^ , qui satisfait à l'équation 

dig. (c, fn) s=î n dig. (c, f) , 

n étant un nombre entier quelconque. 

Les données dont nous avons fait usage , sont l'amplitade f , et l'am- 
plitude y, de la fonction double dig. (c, çjJ. Pour construire cette 
dernière amplitude , nous remarquerons que , par le § 20 , on a 

tang. 4 fa = A(f) tang. (p. 

4 
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Cette expression étant comparée à la valeur de tang. ^'bs tang. f^ {^p) 
du § 19, on voit sur le champ que, si Ton prend ^<=s=:r , f devient 
égal à if^. Par conséquent, en vertu du même J, on aura la propor- 
tion (Jig* 1) 

tang. iî>, : «np :: A : Ar; 

ce qui réduit la construction de tang. ^ ^, , à celle d'une quatrième 
proportionnelle , et du rayon vecteur de l'ellipse génératrice. 

Déhoustration. Pour plus de généralité , 6ous supposerons qu'après 
plusieurs circonvolutions du polygone , les deux sommets consécutifs 
M,etM3, représentent les extrémités des arcs2y«_i,23&„. Si le poly- 
gone n'avait pas achevé une révolution , pour parvenir du point A au 
point M, , l'arc AMjM, serait !2t — S^n—i ; si , pour arriver au même 
point M, , le polygone a fait i révolutions , le même arc AM3M, sera 

2»-(f-Hl) — 2î?«— I. 

Dans cette dernière hypothèse, qui s'applique à tous les cas, l'arc AM3 
sera pareillement 2t (t-f- 1 ) — 2f>„. 

Nous dénoterons , pour ahréger , par e la distance CD, et par r le 
rayon DO du petit cercle. 

Joignons , DM,, , DM3 , AM,, AM3 , pour former les triangles ADM,, 
ADM3, DM, Ms* Dans le triangle ADM, , on a , pour les deux cêtés AD 
et ÂM,, 

AD=lH-e, AM,==2sin.i arc AM3M3,= 2sin.{T»-t-T — ?„— i) 

t=:2sin. f^_^ COS. Tt. 

L'angle compris DAM, a pour mesure 

iBM, = i(AM3M, — T) = rf^^— î>^_^, 



et le troisième côté DM, , est donné par la formule 

(DMJ' = ad' H- ÂM^' —2 AD X AM", cos. DAM, 
= (l-+-c)^-H 4sln.'y^_j 

— 2(l-4-e) X2sin.y _^ cos. t» cos. (rf-4-- — f _ ) 
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Mais 

COS. I Ti -♦- ^ — ç I = COS. ri sin. © 

donc , en réduisant et en observant que coSé^rts 1 , 



(DM,) =(l+e)'-4e8in.'f,_,; 
et semblablement 



(DM3) =(l+c)' — 46sin.»y„. 

Avec les deux côtés DM, et DM3 , que nous appellerons p et q^ et le 
troisième M2M3=2sin.(f)^ — ç>^_ J=y, on trouvera Taire du triangle 
DM3M3 , par la formule connue 



Cette même aire ayant pour expression \ ry, on aura 

4r^ = 2(;>^ + 5') — y' — ^ — ^ : 
substituant les valeurs 

y=28in.{ç>„ — f„«,), 
i>'-*-g' = 2(l -Hfl)' — 46(sin.^^„-+-sin.\„_,)^ 
p'— 5f'=4e(sin.>„-sin.>„_,) = 4esin.(î»„-*-^„_,)sin.(y„~-y^_J, 

il viendra 

4r'=:4(l-i-e)^ -~^(sîn.'f„H-sin.^y^_j) — 4sin.*(y„— -^^^J 

— 4e'sin.'(î>„ + ç.„_J, 
ou 

r'==cos.''(y^~- ç.„_ J -*- 2ecos.(y„ — ^„_ Jcos.(^„ -h ^„_J 

et , en extrayant la racine carrée, on obtient ce résultat «très -simple 

r = cos. (^„— y„_,) -t-6C0S. (î)„ ^ y^_ J , 

ou 

r= (1h-c)cos. y„co8. f„_, -4- (1— e) sin. ç>„sin. y„_,. 
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Maintenant , si Ton se rappelle que Téquation transcendante 

dig.A*— dig. v = dig.^, , 

est satisfaite par l'équation algébrique (§ 17) 

, cos./Dccos. v + sin« /e^sin.v. a(^)=:co8*^, 

on voit qu'en faisant /dc = f>„ , et ys=:^n— 1 9 l'équation précédente 
s'accorde avec la valeur que nous venons de trouver pour r, si l'on a 

1— e r 

= AU), et ssBCOs.f»: 

1-f-e 1-4-e 

il nous resite à prouver , que ces deux équations sont précisément 
celles qui résultent de la construction des quantités r et e. 

Puisque l'arc AM,s=2f, on a BMj==V — 2^, et l'angle A du 
triangle rectangle ADO est égal à i^ — ^ : donc 

(7) . . . AO = (l-He) sin. ç>, DO = r == (1 -ne) cos, y. 

D'un autre càXé , la corde AM^ =2sin. ^ : donc 

OM, = AM, — AO=:âsin. f> — (l-f-e)sin. ç)= (l — c)sin.ç>, 

r 1-f-e 

(8) . . . . tang. OM.D =-- --: = --^ cot. y. 

Suivant notre construction, l'arc AM,M, = 2y, ; et, par consé- 
quent, le reste de la circonférence AM3M, s= 2r — âfjj ; ce qui donne 
;j. — j>^ pour mesure de l'angle AMjM, , et J»* — i^jj, pour mesure de 

l'angle AM,D , moitié de AM,M,. On a donc 
> 

tang. AM,D «= cot. i^),. 

Cette valeur de tang. AM^D , comparée à l'équation (8) , donne 

1— e 
(9) tang.iç., =Y-j-j tang.y; 

mais, comme l'amplitude i^, se détermine parla formule 
(10). ..... tang. iy, = a(î)) tang. y, 
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on voit que les équations (9) , (10) et (7) , s'accordent à donner 

ce qu'il fallait démontrer. 

Il suit donc de notre construction, que deux sommets consécutifs 
du polygone indéfini qui en résulte , sont tels que si le point M, 
termine Tare â^n— i , le point suivant M3 terminera l'arc â|)„. Or , dans 
l'ongine de la construction , on a désigné par M, le point qui termine 
l'arc â^3 i donc , alors , le point M3 a dû terminer l'arc 2^3 ; et ainsi , 
en prolongeant le polygone indéfiniment , on obtient successivement 
toutes les amplitudes ^„ ^3, ^^, etc., qui servent à la multiplica- 
tion de la fonction dig. (c^ f) , suivant l'équation générale 

<iig-(c, ?„) = ♦» dig.(c, y). 

Nous remarquerons que , pour ne pas tomber dans des cas 011 la 
construction deviendrait embarrassante, on pourra toujours se borner 
au cas , oii l'amplitude donnée 7 est moindre que ^r ; car toute am- 
plitude plus grande que ^r, peut être représentée par tVdb 7, f> étant 
moindre que \7r : alors, la fonction correspondante est égale à 
2fD(c) d= dig. (c; ^), et cette fonction multipliée par n^ devient 

ânt D (c) dr dig. (c, y !,)• 

Lorsqu'on prend ^s=: J r , le rayon du petit cercle r devient nul , 
et le polygone , dont le premier c^té se confond avec le diamètre AB , 
a tous ses c6tés superposés sur ce même diamètre : alors la construc- 
tion est sans objet , piysque le digamma proposé est égal à la fonc- 
tion complète D(c) , et que la valeur ^:=^t , donne ^n^==^\n'je. 

La construction géométrique que nous venons de donner , appar- 
tient à M. Jacobi , professeur à l'université de Kœnigsberg , auteur 
d'un ouvrage intitulé Fundamenta nova theoriœ funciionum elliptica- 
H*m^ qui renferme un grand nombre de découvertes importantes dans 
la branche d'analyse qui nous occupe. Remarquons , que cette cons- 
truction pourrait servir à trouver la valeur approchée de tout di- 
gamma , dont l'amplitude serait donnée , en faisant connaître son 
rapport avec le digamma complet. En effet, si l'on continue à tracer 
les différents côtés du polygone, jusqu'à ce qu'on trouve, dans la 
suite des sommets M, , M3', M^ , etc. , un point M„ qui soit très-près de 
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Tune des extrémités du diamètre AB, il est visible qu'en comptant 
les circonvolutions du polygone , on saura combien il y a de demi- 
circonférences dans Tare ^fn , terminé au point M„. Soit m le nombre 
de ces demi-circonférences, on aura donc, à très-peu près, âf„s=m7 : 
par conséquent, dig. (c, ^„) ou « dig. (c, f)=mD{c)^ et 

dig.(c,f)'=^D(c); 

valeur aisée à évaluer numériquement , au moyen de la table des 
digamma complets , calculée par Legendre , qui se trouve dans le 
tome 11 du Traité des fonctions elliptiques , et dans le tome III des 
Exercices de calcul intégral du même auteur. Dans tous les cas , il 
sera facile de tenir compte de la petite distance qu'il peut y avoir 
entre le point M„ et Tun des points A et B, pour en déduire une valeur 
encore plus approchée de la fonction dig. (c , ^J ; et , par conséquent , 
de la fonction proposée dig. (c, ^). 

§ S4. M. Jacobi a publié en 1836, dans le Journal de M, Crelle, la 
formule suivante , qui donne le sinus de l'amplitude correspondant^ 
à la somme de trois digamma , J 

sin.amp.(jE))sin.amp.(9)+sin.amp.(r)sin.amp.(p-4-9f+r] 
— sin.amp.(jD+r)sin.amp.(9+r) = 

c"* sin. amp. (p) sin. amp. (^) sin. amp. (r) 
Xsin.amp.(jt)-f-r)sin.amp. (^-f-r)sin.amp. (p-^q-^r). 

Pour la démontrer, nous remarquerons que la formule (a) du § 18, 
peut s'écrire sous la forme 

sin. amp. (v+i?) = 

sin.amp.(u)cos.amp.(t?)Aamp.(t7)-i-sin.amp.(t?]co$.amp.(te]Aamp.(t«) 

1 — c''sin.^amp.(w)sin.'amp. (t?) ' 

ce qui donne ^ en posant 

w=:o-Hr, tJ = o-+-r, 

sin. amp. (p -4- ^ -t- 2r) X 

l[ l — c''sin.''amp.(p-t-r)sin.'amp. (^-f-r)]== 
^l 1 j . . • ( ^ 

sin. amp.(pH-r)cos. amp. (g-f-r) Aamp. (^ 4-r) 

-*-sin. amp. (gf-t-r)cos. amp. (/?-»- r) A amp. (jt?-+r). 
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Or, 81 Ton diffërentie par rapport hr^le produit 

n=sin.aiiip.(p+r)$iD. amp. {q-^r) ^ 
on trouve , pour résultat , 

( sin. amp. [p-^r) cos, amp . [q -v-r) d. amp, [q-^-r) 
\ H-sin. amp. (g-f-r) cos. amp. (p-+-r) c^. amp. (p-f-r) 

et comme , en général , 

d» amp«d?«=ci^* Aamp»jr^ 
(Hi a 

d» amp*(9 -4- r) = A amp. (y h- r) rfr , 
d, amp. (jt>-H f ) = A amp. (p h- r) rfr. 

Substituant ces valeurs dans celle de du , on voit sur-le>champ , 
que ^ est égal au second membre de Féquation (11), qui devient, 
par cette remarque , 

sin. amp. {p-t-g-i-2r) = 

(12) { rf.[sin.amp.(p-+-r)sin.amp. (^H-r)] 



dr[l — c''8in.''amp. {pH-r)sin.''amp. (î-f-**)] 
Comparant cette expression à Tintégrale générale 

on voit que 

/sin. amp. (p-4-ç-4-2r) dr = 

1 r l-»-C8iD'amp.(p-f-r)sin.amp.(g>4-r) T 

--- lOg. -= : r r—. 7 : I -4- COnst. 

2c L 1 — csm.amp. (jt)-f-r)8in.amp. (g-f-r) J 

Pour déterminer la constante arbitraire , je supposerai que Tinté- 
grale précédente s'évanouit quand r = o ; ce qui est permis , car si 
Ton développait la fonction sin. amp. (jt)+^ + âr) en série ordonnée 
suivant les puissances de r ^ on obtiendrait , en multipliant tous 
les termes de cette suite par dr et en intégrant , une nouvelle série 
qui procéderait suivant les puissances de r, et dans laquelle aucun 
terme ne deviendrait infini par l'bypotbèse de r:e= o. Mais cette 
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même hypothèse^ réduit p-^r et q-^r, k p et h q respectivement ; et 
la constante se trouvant déterminée , la formule précédente devient 

/sin. amp. (/>-*- 5 -*- 2r) dr 

1 r l-*-c8in.amp. (/)-t-r)8in.amp.(g-t-r) 1 

2c L ^ — csin, amp. (p+r) sin. amp. (g-4-r) J 

] ri +csîn. amp. [p) sin. amp. (q) ~| 

2c Ll — c sin. amp. (p) sin. amp. (g) J 

Dans cette équation , le premier membre ne change pas de valeur 
tant que la somme j9+9+2r reste invariable ; ce qui aura lieu , si l'on 
pose 9=0 , et que Ton remplace en même temps p par p+g .- il doit 
donc en être de même du second membre. On conclut de là , en pas- 
sant des logsorithmes aux nombres 9 

[t+csin.amp.(/>-f-r)sin.amp.(g+r]] [l-^csin.amp.(|7)sîn.amp.(9)'] 
[l — csi|3.amp.[p-+-r)sin.amp.(g*t-r)] [l+csin.amp.(p)sin.amp.(9)] 

1 +csin. amp. (r] sin.amp. (|7+g+r) 
1 — c sin. amp. (r) sin. amp. [p^q^r) 

Si Ton représente le premier membre de cette dernière équation , par 

P + cQ 
P — cQ' 

les polynômes P et Q ayant pour valeurs 

P==l — c' sin. amp. (p)sin.amp. (gf)sin. amp(p+r)sin. amp. (q-^-r), 
Q=sin. amp. (p-+-r) sin. amp. (q-^r) — sin. amp. (p) sin. amp. (q) , 

la comparaison de cette fraction avec le second membre , fournit la 
relation 

Q== P sin. (r)sin. amp. (p+9+r); 

d*oii Ton déduit immédiatement la formule de M. Jacobi. 

Oo peut donner à cette même formule une forme symétrique , en 
posant 



o. 
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elle devient alors 

8in.amp.(«' — ^^^r) sin.amp.(y — z) 
-H sId. amp. (w — y) sîn. amp (s — s) 
-♦- syoL. amp. (w — z) sîn. atnp.(d; — y) 
•+- c'sin. amp. (w — x) sin. amp.(fr — y) 
X sin* amp. [w — jb) sin. amp,(x — y) 
X sin. amp. (y — z) sin. amp. (s — x) 

§ 25. La fonction digamma jouit d'une propriété, dont nous ferons 
un fréquent usage dans la suite, et à laquelle les autres fonctions ellip- 
tiques participent d'une manière analogue. Cette propriété est ex- 
primée par Téquation 

dig. (c, ^) = i/— 1 dig. (b, f') , 
à laquelle on parvient en posant 

sin,cp = K — ltang.«p',oucos.«>=: 7 • 

^ " ^ COS./ 

Si l'on fait : 

dig. (c, f ) =p , dig. (c, ^ )=g , dig. (c, « ) =r , 
*g.(^?')=P% dig.(^^')=«', dig.(^«') = r^, 

on voit que l'on pourra changer p , ^ , r , en 



pourvu que Ton remplace, en général, sin. amp. (c, u) , par 
]/ — 1 tang. amp. (Jb, w'). Cette transformation, appliquée à la for- 
mule (f) , donne pour résultat , en divisant les deux membres par 
l^ — 1 , en supprimant les accents, et en permutant les modules b etCj 

tang. amp. (p) tang. amp. (q) -+- tang.amp. (r) tang. amp. (p-*-^-4-r) 

— tang. amp. (p-^r) tang. amp. (q-^r) = 

b"" tang. amp. [p) tang. amp. {q) tang. amp. (r) 

X tang. amp.(p -4- r) tang. amp. (g -4- r) tang. amp. (p+^-f- r). 



1 
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Dans le cas où )&= 1 , les digamma se confondent avec leurs am- 
plitudes , et Ton a la formule trigonométrique 

tang. f tang. </'+tang.ci} tang.('^+ip+a7) — taDg.(f+»)tang.('//+a}) 

=:tang. f) tang. ^ tang. u tang. (^+cj) tang. (^+(^tang.(^+</'+a}). 

§26. L'équation sin. ç)=V^ — ltang./,quî change |}=dig.(c, y) 
en p'K-— 1 ==K-— 1 dig.(i&, f), étant écrite sous la forme 



sin, amp. (c, p) = |/ — 1 tang. amp. (b,p')y 

si l'on fait ^'asrjjr , on aurap'5=D(6) , et (à cause de|j= p' V^— 1 ) 
p=l/^D(i&) :donc 

sin. amp.[{?,V^ — 1 D(6)]=i/ — 1 tang.i y = oo . 

Ce résultat , dû à l'amplitude imaginaire V^ — 1 D ( 6 ) , parait fort 
singulier ; mais il n'est qu'un cas particulier de la formule générale 

sin.amp.[c,f-4-|/^D(!>)]= , 

c sin . amp • (c^ |> j 

que nous allons démontrer. 

Soit la formule 

sin. amp.(/}+9) 

sin.amp.pcos.amp. ()f Aamp.()f+sin.amp.(|f cos.amp.jE>Aamp./> 

1 — c' sin.^ amp. p sin.' amp. q 

si Ton y fait q == i^ — 1 D(6), ce qui donne 
sin. amp. g =: oo , 
COS. amp. g = V^l — sin.' amp. gf = K — 1 sin. amp. q, 



A (amp. ^f) = l/l — c'sin.'amp.g= |/ — 1 csin. amp. ^, 

cos^ amp. q A amp. qs='-' c sin.' amp. gf , 
on aura 

sin. amp. [f -4- K---1 D (6)] 

— c sin. amp.p sin.' amp. q -4- sin. amp. q cos. amp./? A amp. p 

— c' sin.' amp. /) sin. 'amp. ^ 

l 



c sin. amp. p 
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Cette formule est l'expression d*un théorème fondame&tal , cKou se 
déduisent plusieurs propriétés des fonctions elliptiques. On en tire 
d'abord^ en y mettant p-+-|/ — 1 D (b) à la place de p, 

sin . amp . [p -♦- 2V^^--Ï D {b)]= z=z = sin . amp . p; 

csin.amp.[p-4-V^— ID(fc)] 

mettant, dans cette équation,/? -4-21/^ — ^^W ^ ^^ place dep, on aura 
de nouveau 

sin. amp. [p -4- 4 V^ — lD(i6)]=sin.amp.{/>-4-2l/ — 1 D(6)=sin.amp.p .- 

donc, en général, m' étant un nombre entier quelconque, positif ou 
négatif, on aura 

(IS). , . sin. amp. [ja-4-2 w'J/ — 1 D (6)]= sin. amp. p : 

ainsi , Ton ne change point le sinus de Tamplitude , quand on ajoute 
au digamma , ou qu'on en retranche, la quantité 2«i' {^ — i 1) {b). 

D'un autre côté , quelle que soit Tamplitude , la fonction p -t- 2D 
pourra être rempIacéepardig.(^H-jr); et, puisque sin. (^h-t)= — sin.'^, 
il s'ensuit qu'on a , en général , 

sin. amp. (pH-2D)= — sin. amp. p : 
donc, en mettant p+2D à la place dep, on aura aus« 

sin. amp. (p+ 40)= sin. amp. p. 

De là résultent évidemment les deux formules 

sin. amp. [p -4- (4m -+-2) D]= — sin, amp.p, 
sin. amp. [p + 4mD] = sin. amp.p , 

m étant un nombre entier quelconque , positif ou négatif. 

Portons maintenant^ dans ces deux formules , p-^ftm%^ — 1 D(i6) à 
la place dep; et nous aurons, en vertu de l'équation (ISj , ces deux 
nouvelles formules 



sin.amp.[p-+-(4mH-2)D-*-2w'|/ — 1 D(i6)]= — sin.amp.p^ 

sin.amp.[p-4'4wD-f-2»i'V/ — 1 D(i6)]= sin. amp.p, 

qui ont lieu , quels que soient les nombres entiers m et m\ positifs ou 
négatifs, et qui contiennent ainsi une propriété très-générale de» 
fonctions elliptiques de la première espèce» 
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§27. La relation 

(14) . . C08. f COS. ^ — sin. f sin. ^ {^ l — c'sin.V = cos. /" , 

que nous avons obtenue entre les amplitudes , qui entrent dans Té- 
quation transcendante 

dig.y-*-dig,^ = dig./K, 

peut être rapportée à un triangle sphérique. 

En effet, dans le triangle quelconque f^fi(fig. 4), on a , par les for- 
mules connues , 

COS. f COS. </> + sin. f> sin. ^. cos. M c=:cos/£ ; 



équation qui devient semblable II (14), si cos. Ms=: — 1^1 — c'sin. V; 
ce qui exige que l'angle M soit obtus. On tire de la dernière condi- 
tion : c= "°' . Par conséquent , les trois côtés représenteront les trois 
amplitudes y si y Vangle M étant obtus j son sinus est au sinus du côté 
opposé y dans le rapport du module à V unité. La même condition de- 
vrait avoir lieu , dans le cas où l'on aurait 

dig.y — dig.^ = dig./K j 
mais alors l'angle M serait aigu. 
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B 



CHAPITRE IV. 



Propriété» générales de» eptilon de même module. 



§â8.De même quelesdigamma, les epsilon peuvent être représentés 
par des secteurs de courbes polaires. En suivant une marche semblable 
à celle que nous avons tracée au § 16, on trouve, pour équation de 
la courbe des epsilon , 

En appelant B , Taxe de cette courbe qui correspond à ^ s=o (axe 
que nous supposerons horizontal comme dans la fausse ellipse), et A , 
Taxe qui correspond à ^s= ^, on obtient 

B = |/2, A =1/15: 

ainsi , Taxe horizontal est le même , pour la courbe des epsilon , et 
pour celle des digamma ; mais Taxe vertical A est moindre que B ; 
ce qui nous apprend que la courbe , au lieu de s'allonger dans le sens 
vertical, comme la fausse ellipse, a au contraire une forme aplatie. 
Soient ^ et ^ deux amplitudes telles , qu'on ait 

dig.f -+-dig,</;=D, 
ou , ce qui revient au même (§ 19) , 

6 tang. f tang. ^ = 1 , 

6 = A(y)A(^): 

les carrés des rayons vecteurs /o et /?' , que nous supposerons corres- 
pondre respectivement à ces amplitudes , auront pour valeurs 
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d'où 

et 5 par conséquent , 

p p' =: AB. 

Cette égalité est la traduction algébrique de la propriété suivante : 

Lorsque deux rayons vecteurs , situés l'un au-dessus et l'autre au- 
dessous d'un même demi -axe horizontal de la courbe des epsilon , 
comprennent un angle égal à la somme des amplitudes de deux di- 
gamma complémentaires y le rectangle de ces rayons est constant y et 
équivaut à celui des demi-axes. 

Il résulte de la forme aplatie de la courbe des epsilon , qu'on a 

eps. 7 ^C ? » cps. f > yA. 

Si Ton désigne par R=-^y^ le rayon vecteur de Tellipse men- 
tionnée au § 16, on aura ^o' =~ : ainsi, Tell ipse génératrice de la 
courbe des digamma, servira également à la construction de celle des 
epsilon ; mais nous allons trouver une relation bien plus intime en- 
tre cette ellipse et la fonction epsilon. 

§ 29. Soient [fig. 5) 



AC = CD = 1 , CB = i = |/l-c^ , 
l'ellipse ACB aura pour équation 

Si Ton fait a?=:CP= M'E égal à sin.ç», et y égal à b COS.5& = MP , 
cette équation sera satisfaite , et Ton aura 



JVdx^*\-dy'' ^fd^ V/1— c'sin.> : 

ainsi , tandis que l'arc de cercle M'D représentera l'amplitude f y l'arc 
d'ellipse MB représentera la fonction eps» (c, ^). 

C'est à cause de cette propriété , que l'on a nommé fonctions ellipti- 
ques , les transcendantes qui dérivent de la formule générale H du § 8. 



j 
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L'exactitude de cette dénomination se conûrme à Fégard des fonc- 
tions de la première espèce, car on prouvera au § 90 , que tout di^ 
gamma peut s'exprimer par deux arcs d'ellipse. Cependant , elle est 
impropre h l'égard des fonctions de troisième espèce, qui ne peuvent 
s'exprimer par des epsilon ou par des digamma , que pour certaines 
valeurs particulières de n^ de c^ et de f. 

§ 80. La propriété fondamentale des digamma consiste en ce que 
l'on peut assigner algébriquement l'amplitude de la somme ou de 
la différence de deux digamma donnés. Les arcs d'ellipse sont, de 
toutes les autres transcendantes , celles qui approchent le plus de 
jouir de la même propriété, mais non d'une manière absolue. Ainsi , 
deux arcs étant donnés sur une ellipse , à partir de l'extrémité du 
petit axe où f^=^o, on peut trouver algébriquement , non pas un 
arc égal à leur somme , mais un arc égal h cette somme moins 
une quantité algébrique ; ce qui prouve, que les epsilon sont des 
fonctions d'une nature plus composée que les digamma. On doit donc 
regarder ces derniers , comme tenant le premier rang , après les arcs 
de cercle et les logarithmes. 

Soient ^ , </; , et /cc , trois amplitudes liées entre elles par l'équation 
transcendante 

(1). . . . dig. ç>-*-dig. (|> — dig./£=o, 

ou par l'équation 

(2). . • • COS. ^cos. ^ — sin. ^sin.^ A (/cc)=cos./tf, 

qui en est la traduction algébrique. Pour que la propriété , que nous 
venons d'attribuer aux arcs d'ellipse , soit vraie , il faut que l'on ait 

(8). . . . eps. f -4- eps. i/» — eps./u=P, 

P étant une quantité algébrique. Cette équation , différentiée dans 
l'hypothèse de fi constant, donne 

(4). . . . ^(f)df'^^(lp)d^=dP. 
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Changeons simultanément ^ en — ^ dans les équations (1) et (2), 
et rappelons-nous que 

<ïig- (— ^) *= — <J»S* ^ j COS. (— ^) = COS. (^) ,- sin. (— ^) = — sin. ^ : 
nous obtiendrons , pour transformées , 

dig. y — dig. ^ — . dig. yt* = 0, 
cos, 3f>cos« ^ + sin.^ sin. ^a(/u)s=cos« /u. 

Permutons maintenant /cc et ^ , dans les deux équations précédentes , 
et il viendra 

dig. f — dig. fi — dig. ^=o^ 

(5). .. • . COS. f COS. f£ -4- sin. ^ sin./ccA (^)=cos. ^. 

Changeons dans celles-ci , ^ en — ^ : nous U*ouverons, en observant 

que A (— ^)= A (^) , 

(6). . . . dig. f -t- dig. ^ — dig.^=o, 

tandis que Téquation Ç6) n'éprouvera aucun changement. 

Il suit de ridentité des équations (1) et (6) , que les équations (â) 
et (5) sont également identiques. Et , comme il est permis de permuter 
(^ el^ dans l'équation (6) , on pourra le faire également dans l'équa- 
tion (5) f qui deviendra 

(7). • • . COS. ^cos./cc + sin. ^sin./cc A(^)=:cos.f>. 

Si nous tirons des équations (5) et (7) , les valeurs de A (^) et de 
A (^} , pour les reporter dans l'équation (4) , nous obtiendrons 

, /COS. 9 — COS. ^COS./C£\ _ /COS.i// C0S.q9C0S.Xc\ 

d^=dfl ^-z r-^^ ^] + di, ^. , . ^ ^ , 

\ sm.</«sin./£ y \ sm. 3f>sm./tf / 

ou , en réduisant le second membre au même dénominateur, 

c2^(sin.f COS. 9~sin . ^cos.i/>cos./ic)-H){</'(sin .<pcos.^— sin.^cos. ^cos.ytc) 



rfP= 



sin. ^ sin. «/«sin. /cc 

' i c? (sin. '^H- sin. '</»-*- âcos.^cos. tfcos./u) 



sin. ^sin. tps'm*/u. 
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Mais de l'ëquation (2) , on déduit, en dégageant A (/u), puis en élevant 
les deux membres au carré , 

/ COS. 9 COS. fp — COS. fl\^ 

I— c'sin.>= : : ; 

\ sin.fSin.^ / 

d'où 
sîn.'f)-4-sîn.'^-*-2co8./ucos.^cos.«/'=l-f-cQS.V"*-<?^5iïï»Vsin.^ysin.'^) 

et , par conséquent , 

irf(c'sin.>sin,*ysin.'^) . 

drsss ; 1 ; = c afsin.Acsm. f sm. «/«] : 

sin./C£Sin. f sm. ^ 

donc 

P =c^sin. /bcsin. f sin. ^ + const. 

Pour déterminer la constante, nous remarquerons que, si l'on porte 
au lieu de P , la valeur précédente dans l'équation (S) , il viendra , en 
supposant f^=o, 

esp. ^ — eps. fi = const. ; 

mais cette même hypothèse de y=o, changée l'équation (1) en 
dig. «/* — dig.A*=o; d'oiî <P=iK, et, par conséquent, 

eps. (// — eps. /ce =0 ; 

ainsi la constante dont il s'agit est nulle , et l'équation (8) devient 

(8). . . eps. 3f> + eps.^ — ep8«/cc:£=c'$in. ^ sin.^sin. /u. 

C'est la formule générale , qui servira à comparer entre eux les ep- 
silon, comme nous avons comparé les digamma. 

§ 31. La remarque que nous avons faite au § précédent, sur la 
nature composée de la fonction epsilon , va se trouver confirmée par 
la transformation imaginaire de sin.^en V — Itang.^. Cette trans- 
formation donne sur-le-champ 

, , _'a(6, ^)rf./; ,y— ^ />l~fc'sin.> d^ 



^'" J COS.'y ./ 1 
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£d comparant cette formule à 






qui donne (§ 8) 

H = - dig. (j&, ^) -4- kap. (n, 6, </*) , 

il viendra 

(9). . . ep8.(c, «//) = |/^ [6"dig. (6,«//)-4-c''kap.(— l,Z>,<p)]: 
or, on a 

y COS.^'M (6, ./;) 
intégrale dont la valeur , que Ton trouvera au § 43 , est 

substituant cette valeur dans l'équation (9), il vient , après réduction , 
(1 1) . eps. (c, y) = V—\ [dig. (6, «^) — eps. (6, «Z') -4- A (^ , </') tang. ^]: 

ainsi, tandis que la fonction dig. (c, f)] peut s'exprimer au moyen 
de la seule transcendante dig. {î>, ^) , la fonction eps, (c^ ^) ne peut 
s*exprimer qu'à l'aide de deux transcendantes, plus une fonction 
trigonométrique . 

§ 32. Puisque la même amplitude repond à la fois à un epsilon 
et à un digamma, il s'ensuit que l'on peut regarder l'epsilon comme 
une fonction du digamma de même amplitude. Posant donc 

P=dig.?, q—à\^.^, 
nous écrirons , au lieu de 

eps.f, eps. t/» , 
les symboles 

eps. amp.jo, eps. amp.g, 

et l'équation (8) prendra la forme 

(12). . . . eps.ampjo +eps.amp.9 — eps. amp. (p -t- ^f) 
= c'^sin. amp.psin. amp. gsin. amp. (p-f-^).; 



] 
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d'où i*on conclura , en général , 

eps. amp. r -♦- eps. amp. {p -f- q) — eps. amp. (p-hq-^-r) 
r=c''sin.amp.r sin.amp.(p-+-g)sin. amp. (p-+- 5 -+-»*)• 

# 

Faisant la somme de ces deux équations , on a 

eps, amp. p -f- eps. amp. q -t- eps. amp. r — eps. amp.(/7 -4- g -+- r) 
ss c^[sin. amp.psin. amp. q sin. amp,(j9 + g ) 
-+- sin. amp. rsin.amp.(2?-4-g)sin.amp.(/)H-g-4-r)] ; 

formule dans laquelle le second membre n*est pas symétrique , bien 
que le premier le soit ; mais ce second membre le devient, au moyen 
de la formule générale (/*) du § 24 , et l'on a 

eps. amp. j9 -4- eps. amp. q -+- eps. amp. r — eps. amp. {/) -t- g -f- r) =5* 

[c"" sin. amp. (pn- g) sin. amp.(p-4- r)sin. amp. (<|r -f-r)] X 

[1 -t-c'sin. amp./^sin. amp. gf sin. amp. rsin. amp. [p-^-q-^ry]» 

§ 88. On peut développer Tepsilon en fonctions du digamma, au 
moyen du théorème de Taylor. On aura , en représentant par h Tac- 
croissement depy 

eps. amp. (p h- A) = 
U'A U"A' U'"À3 Uiyf^A UvAg 

^"^ T "*■ IT ■*" 1:2:8 ^ ÏJJA "^ 1.2.8.4.5 ■^^'''" 

série dans laquelle 
U =eps.amp.p, U =_=_._, C =^-^, 

U'"=^.^, U.v=^.^,uv==^.:^, etc. 
df dp df dp df dp 

Cherchant la valeur de toutes ces fonctions, dans Thypothèse de 
ç;=o, qui donnep = o,onobtiendrale développement de eps. amp. A; 
ou , en écrivant p au lieu de h dans les deux membres , 

(18). . . eps. amp. p= p ^ h- (c'H-c*)-r--T — etc.; 

d 0,0 
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d'où 

(U)..^,cep$.amp,j9=cp 1-- -+- (c'-t-c*)^ — etc. 

= arc (tang. = cp) — ^ "^ -*- etc. 

Quand c ^=1 , la formule ci-dessus sera encore convergente , si f 
est assez petit ; mais pour cette valeur particulière du module , on a 

* eps. ^:=:sin. ^, |> = dig. y = log. tang. (-iô^-f-J ^) (§ 19): 

la différence entre cette valeur rigoureuse de esp.^, et celle que 
donne la formule (14) , servira à faire apprécier jusqu'à quelle limite 
on peut compter sur une approximation suffisante. 
§ 84. Considérons les trois équations 

G (f) = eps. f -^ k dig. ^, 
G (if ) = eps. \lf -\- k dig, ^, 
G (fi) = eps. jx-i- k dig. fc, 

dans lesquelles G représente , comme on le voit , une fonction com- 
posée d'un epsilon et d*un digamma , et ^ un coefficient constant : 
il est visible qu'on aura 

G(y) -♦- G(<//) — G(fi) =c' sin. f sin. ^ sin. fc ; 

de sorte que toutes les conséquences qu'on tirera de l'équation (8) , 
pour les fonctions epsilon , s'appliqueront généralement aux fonc- 
tions G. 

Désignons , comme précédemment , par f^yf^^f^^ etc. , les ampli- 
tudes qui donnent dig. ('?>a)= 2dig. {f) , dig. (^3) î= 3 dig. (f) , etc. : 
on aura , en vertu de l'équation (8) , 

Seps-^) — eps.yj=c'sin.j> sin. ^ sin. 97, , 

Seps. 97 — eps.f3 6=c'sin.y(sin.y sin.ç>a -*- sin.y,sin.y3) , 

4eps.^ — eps.f>^s=c"8in.y (sin.ysin.^a + sin.3»2sin.^3+sin.5»3sin.^^). 
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donc, la mèiue relation entre f>^^ et ^, qui donne dig. 99„ = ndig. ^, 
donnera n esp.^ — eps. ^„, ég^al à une quantité algébrique. 

En général, sim, n, p, etc., sont des nombres entiers, positifs ou 
négatifs, on peut faire en sorte que le polynôme 

m. eps. ^ -+- « eps. ^ -^-p. eps. a -+■ etc. , 

soit égal à une quantité algébrique , pourvu qu'il existe entre les 
angles ^, <//, cv, etc., la relation qui donne 

(15). . . . mdig. ^-♦-«dig. ti'-i-pdig. w-+-etc. s=:o, 

relation que nous avons discutée au § 22. En effet , si nous désignons 
par A, A', A", etc. , des quantités purement algébriques , nous au- 
rons , d*après ce qu'on vient de voir , 

«leps.^ — ep8.^m=A,nep8.<p — eps.^„=A',|>eps.« — eps.cjp==A",etc.; 

d'où 

(m eps. f-^n eps.^ -f- p eps.w -♦- etc.) 

— (eps.y;„ -t-eps.^n-i-eps.ûj^ -i-etc.)= A-*-A'-+-A"-f- etc.; 

mais , d'après l'équution (8) , le polynôme 

eps.^/n-t-eps.i/'n-f-eps. û?^H-etC., 

sera égal à une quantité algébrique , si 

dig. ^m + dig (/»„-+- dig.cj,, H- etc. = o; 

or, cette dernière équation revient à 

mdig. f + ndig. f -+-p dig. w -h etc. = o, 

qui n'est autre que Téquation (15). 

Si Ton fait f = '^ dans Téquation (8) , on aura 

âeps. '^ — eps. /(£=: c^sin.'^ sin. /t6, 

et la relation algébrique correspondante , sera 

COS.** y — sin.^^A (/tc) = cos.)tc. 
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C'est l'équation qui sert à la duplication des arcs d'ellipse , ou à leur 
bisection. On en tire, pour la duplication (§20] , 

2sin.®cos.^A(c>) 

sin./u=:— ^-7— T — ^ Ung.iA* = H?)lang-f; 

1 — c sin.*y 

et pour la bisection , 



1 — eos,fi 
sin. 



dn. î.= Y/~ 



A{fi) 



§ 35. Lorsque les amplitudes ^ et <// correspondent à des digamma 
complémentaires , on a 

dig.Ai = D, A«=^, eps.A* = E, 

et l'équation (8) devient 

(16) eps. (f> -4- eps. ^ — E= c"* sin. ç>sin. ^ , 

tandis que les équations algébriques correspondantes, sont (§ 19) 

b tang. ç> tang. ^^=1 y 
cos,^ i&sin.c? b 

Sin.</' = — --r-, COS.t/'.= TV"? ^W 



^{f) à{^) A(^) 

Si, d'après ces dernières relations , on détermine sur l'ellipse (fig, 8) , 
les arcs BM=eps.^,BN=eps.(/' , on aura , en observant que l'on 
peut permuter ^ et «/^ dans l'équation (16), et, par conséquent , dans 
toutes celles qui en découlent , 

(17). . * eps. y — (E — eps. ip) = BM — AN=c'sin.^sin.</' 

c'sin. ç)COS. ç> c' sin. i/zcos. (/< 

"" M?) "" Mïô 

L'amplitude ^ se détermine géométriquement avec facilité au moyen 
du rayon vecteur CF. En eflfet , d'après le § 16 , on a 

" CF= * 



A (y)' 
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et comme M'E=sin. ^, en remplaçant ^7-^ et sin. ^ par ces yaleurs , 

CF X îmFI 



dans l*ëquatîon cos. ^ = "^'J - , il vient , en observant que CD = 1 , 



COS. rp = 



CD 



Une propriété remarquable du point N , déterminé par suite de la 
construction de Fangle ^ , c'est que la différence des arcs BM et AN^ 
est égale à la partie de la tangente OM ou ZNy terminée à la perpendi- 
culaire CO ou CZ abaissée du centre de V ellipse. Ce théorème , dont la 
découverte est due à Fagnani, peut se démontrer de la manière 
suivante : 

On sait , par la géométrie analytique , que si 

Y = «X -f. /3, 

est l'équation d'une droite MO, la longueur de la perpendiculaire CO ^ 
est représentée par 

(18) CO = ^ . 

1/1-*- a* 

Si la droite MO est tangente à l'ellipse , elle a pour équation 

b^'x b^ 

Y = X -f. 1-, 

y y 

s et y désignant les coordonnées du point de contact ; d*oii il suit que 

— — —^^ 

*~ — y ' ~J' 

ou, en mettant pour xely leurs valeurs sin. ^ et 6 cos. ^, 

j&sin.cp b 



C0S.f> cos.^ 

par conséquent 

& 6_ 



(72) 

et , en vertu de Féquation (Î8), 

(19) CÔ' = * 



S 

Mais le triangle rectangle GMP , fournit la relation 



CM==CP -f- PM =a7'-f-y' = sin.'5>-4-6'cos.='y; 

et comme 

MO" = cm' — CO' , 
on a 

— =• . i" 6" 
MO = sin.'^y -4- it^^cost^y =1 — c'cos. '''f '— 

^3 — A^c'cos.'*^ — b^ c^sin.'çcos.^^ 

d*oii ^ 

~— C^ SÎn. © €08.© 

MO = f^ Ï-. 

Le point N étant situé par rapport à l'angle ^ , comme le point M par 
rapport à ^ , si Ton change ^ en ^ dans la formule précédente , on 
changera MO en NZ ; ce qui donnera 

;r--. c*sin. ticos. é 

m = — ; 

valeur égale à celle de MO , en vertu de Féquation (17). 
§ 86. Voici une propriété nouvelle des arcs AN et BM : 
Le rectangle des rayons vecteurs CG et CF, est équivalent à celui des 

demi-axes AC et CB^ 

En effet Ton a 

— h ^ h 

CF == -— , CG = -— : 

A(y) A(^) 

faisant le produit et remplaçant a(^)a(i/') par sa valeur bj il vient 

CFxCG = lXi& = ÂCxCB. 

On peut remarquer aussi que CF = CO, en vertu de Féquation (19): 
on trouverait pareillement queCG=CZ. 
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En remplaçant AN par sa valeur AB — BN y on a simultanément 

BM -*- BN = AB -^ SÏ5 , 
CF X CG = ÏC X CB : 

il résulte de ces deux équations, que le théorôme de Fagnani 
peut s'énoncer de la manière suivante : si les arcs d'ellipse BM et 
BN, sont tels que le rectangle des rayons vecteurs correspondants CF et 
CG, équivaut à celui des demi-axes , les deux arcs valent en somme le 
quart de V ellipse y plus la ligne MO. 

Lorsque ^ et ^ sont égaux à un même angle â, dans l'équation (16), 
les deux points M et N coïncident en K. Alors on a 

tang.'O = 7 , sin.'ô = , cos.'ô = ; 

b 1-HO 1 -\-h 

ce qui donne 

BK — AK=1 — 6: 

donc la différence des arcs BK, AK, est égale à la différence des demi- 
axes G A et CB. En même temps , si Ton remplace AK par E — BK dans 
l'équation précédente , il vient 

BK = 4E -f. 4(1—6), 
AK = 4E — 4(1 — i&): 

il y a donc au point K, une sorte de bisection du quarf d'ellipse. 

Nous démontrerons au § 60 , la relation entre les quatre fonctions 
D(6) , D (c) , E (6) , E(c) , exprimée par la formule suivante 

5= D(c) E(6) -*- D(6) E(c)-D(c) D(6). 
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CHAPITRE V. 



Propriétés générales des kappa de même module et de même amplitude* 



§ 37. Lorsque dans la formule 

*A + B sih.''^ df 



H 



/A + B 8in. 7 df 
1 -f- n sin.'y A 



la constante n, qui porte le nom de paramètre, n'est pas égale à zéro, 
nous avons trouvé (§ 8) , en opérant la division du numérateur par 
le dénominateur 9 

_B /^df An — B X» d^ 

nj A n ^/ (1 -f-nsin.^^) A ' 

ce qui a donné lieu à une troisième espèce de transcendantes dont le 
type est 

d^ 



/• 



(1 -4-«sin.'y) A 

Nous avons nommé cette fonction, le happa de ^ , et représenté parK ^ 
ou K (n, c) , l'intégrale définie 



/2 1 d^ 

o 1 -f-«sin.'o A 



On pourrait croire que le cas oii n est imaginaire , diffère essentiel- 
lement du cas où n est réel , et qu'il constitue une quatrième espèce 
de fonctions elliptiques ; mais , par des réductions et des transfor- 
mations que nous exposerons ci-après - on verra que cette qua- 
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trième espèce est inutile II considérer , et qu'on peut ainsi restrein- 
dre la troisième espèce aux seuls cas où n est réel. 

Provisoirement, nous partagerons en quatre classes, les kappa à 
paramètre réel. La première se composera de ceux dont le para- 
mètre est positif^ et , par conséquent , de la forme 

n = cot.'ô. 

La seconde contiendra ceux dont le paramètre est négatif, compris 
entre — c' et — 1 , et , par conséquent, de la forme 

n = — 1 -H fc"* sin.'ô. 

La troisième renfermera ceux dont le paramètre est négatif, com- 
pris entre zéro et — c*, et, par conséquent , de la forme 

n = — c' sin.''^. 

La quatrième contiendra ceux dont le paramètre est négatif, com- 
pris entre — 1 et — oo , et , par conséquent , de la forme 

1 
n= . 



sm. d 



Les deux fonctions kap. ( — c', c, f), kap. ( — 1 , c, ^) , sont exclues de 
ces quatre classes. En effet ^ nous verrons au § 43, que ces fonctions 
se réduisent à des transcendantes d'un ordre inférieur aux kappa. 

§ 38. Faisons voir maintenant, que les deux premières classes 
peuvent se fondre en une. Soit , à cet effet , . 

sin. f cos. o 

p= — i — ' 

et ^ un coefficient indéterminé : on aura , par la différentiation , 

dp 1 — 2sin.'y-+- c'sin.^ç» ' df 

l-f-Aja' 1 -t- (A — c"*) sin.'y — ksin.^f ^ 

Si Ton fait ensuite 

1 -4- {k — c^)sin.'^ — ^sin.^^ = (l-4-»sin.'^) (1 h- m sin. ""f»), 
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il en résultera 

et Féquation différentielle prendra la forme 

dp Jo/l+n l l-hm 1 cM 

— f — — - — L I _—. • 1 . - ^ I * 

1h-A|p^ a \ n l+nsin.^y m l-f-msin.^^ mn/ 

d'oiî Ton tire , en intégrant , 

(l). ., . . . kap.(n, c, 5?) -f- kap.(t/i, c, y) 

» fn 



,a 



--C- . 1 / ]/^ 



= dig. y H z=z=z. arc 



Ung.= H— ^)- 



Par cette formule , les deux kappa peuvent être réduits Tun à l'autre , 
pourvu qu'entre les paramètres n et m ^ on ait la relation 

(1+n) ([^fn) = b\ 

Cette relation est telle, que si Ton fait ns=scot.^d, on aura 

fw=5 — 1 H-6'sin.^ô; 

par où Ton voit , que les deux premières classes de happa, n'en font A 
proprement parler qu'une seule, puisque la réduction d'une fonction 
à l'autre , peut se faire immédiatement au moyen de la formule 

/ \ 1 / , V i&'^sin.'ôcos.'ô, /,,,., X 

(a) • . . kap.(cot.'0,c, ç>)= — — r — kap.(— l-f-o^sm. 0,c, ^) 

c'sin.'ô sin.Ocos.d f sin.^cos.yA(i&, OH 

■^ P(M) ^^•'' "^ ^(Mf n^-= tang.O.Cc) J ' 

qui est ce que devient l'équation (1)^ quand on y remplace m et n, 
par leurs valeurs — 1 h- fc'sin.'d et cot.^5. 

§ 89. Les deux dernières classes de kappa peuvent aussi se fondre 
en une. Pour le démontrer , soit 

p =-^— , 
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et a, une constante indéterminée : on trouve par la différentiation 

dp df 1 — c'sin.*'^ 

l^-ap^ ^ ' (1— c*8in.'y)co8.'^H-a8in.*y 

Supposons que le dénominateur A^cos.'^i+a sin.^f>, soit égal au pro- 
duit des deux facteurs 



(1 -♦-« sin.'f) I 1 H sin,"^ j : 



la valeur de a devra être 



(2) as=r (1 -♦-«) f 1 H j, 

et alors , l'équation différentielle se décomposant ainsi 

_^_ =£!(_!__ H. \ i] 

^ ^ ^ Ih sin."o 

n ^ 

son intégrale sera 

(b) . . . . kap. (n, c^ f>) + kap. (— ,c, f] 

1 / |/«tang. î> 
= dig. 9 H arc tang. = -^-' 

Si Ton fait n = — c^ sin.^e , ou n = — jj^liïj l'équation (2) de- 
vient 

«==(1— c'sin.'ô) { 1 r-7- ) = — A'(ô)cot."0, 

\ sin* B j 

et la formule (b) se change en 

(c) . . . kap. ( — c'sin.'ô,c,ç») -♦- kap. I : — ;;-, c, f\ 



'g-f 



|/--lA(0)cot.ô 



r - 1/ — lA(d)cot.9tang.^ I 
arc I tang. = r-r 1 • 

L ^ Mr) J 
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Eo représentant par u la fonction qui contient des imaginaires , 
nous lui donnerons une forme réelle au moyen de la relation connue 

\ 1 -t-l/ — 1 tang.o?/ 
et nous obtiendrons 

(8) . . . u = Î^Jog. f^(y)ta°g-»-^4a)tang.yN 
^^ 2a(ô) ^ \ A(5j)tang.e — A{0)Ung. î>/ 

Cette expression donnera un résultat réel, aussi longtemps que 
a(^) tang.0 surpassera A (d) tang.^; c'est-à-dire, depuis ^:=o, jusqu'à 
^=6, le logarithme qu'elle contient devenant nul à la première limite 
et infini à la seconde. Mais lorsque a(^) tang.d sera moindre que 
a(6) tang. ^, elle prendra une forme imaginaire, et pour la rectifier , 
conformément à la remarque du § 10, nous devrons changer le signe 
du dénominateur. Elle servira, alors, depuis y =ô jusqu'à ç)=y: à 
cette dernière limite, elle s'évanouira, et la formule (c) donnera, 
entre les fonctions complètes, la relation 

(4) . . . K(-c^sin/0,c)-HK(-^,cj =D; 

d'oii l'on voit que les logarithmes ont entièrement disparu. 

§ 40. Remarquons que si l'on fait n=cot.^0, oun== — l-t-fc^sin.^ô, 
dans l'équation (2), a prend une valeur positive, et la formule (b) con- 
tient un arc de cercle. Au contraire , si l'on fait n = — c^ sin.^i9, ou 
ns=:^^ » ^ <^cvient négatif, et la formule (b) contient un logarithme. 
C'est pourquoi, nous appellerons kappa circulaires y ceux qui ont pour 
type du paramètre n =cot.' B ou n= — 1 -v- b^ sin* 6 ; et kappa ioga- 
rithtniques^ ceux qui ont pour type du paramètre n= — c^sin. , ou 
n= -^r^^' Un examen' plus approfondi des fonctions de troisième es- 
pèce , nous fera connaître que ces deux classes de kappa sont essen- 
tiellement irréductibles entre elles. 

Il résulte des formules (a) et (c) , que le paramètre de tous les 
kappa circulaires peut être ramené au type — 1 -+- i&'sin.'* A, que 
nous considérerons comme normal ; et celui des kappa logarithmi- 
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ques^ au type »&= — c^sin.^A. Nous appellerons kappa circuhtres 
normaux, ceux du premier type , et kappa logarithmiques normaux, 
ceux du second. 

Pour abréger la notation , nous conviendrons de désigner par 
kac.(À,c, f)y le kappa circulaire normal , dont A est Tangle du para- 
mètre; et par kal. (A,C; ^), le kappa logarithmique normal corres- 
pondant au même angle A ; ce qui s'exprimera par les équations 

kac. (a, c, ©) =kap. ( — l-*-i&'sin.'A, c, ç>), 
kal. (a, c, f) = kap. ( — c"sin.'A,c, f), 

11 est inutile d'étendre cette notation aux kappa complets, car 
nous démontrerons plus tard (chap. YI)^ que ceux-ci se réduisent 
toujours à des fonctions de la première et de la seconde espèce. 
§ 41. Si dans Féquation de condition du § 38 

(l + n)(l + m) = i&% 

on fait m = — c^sin.'ô, il viendra 

n(cos.'6-t-i&'*sin.*0)s= — o'cos.'â; 

d'oii il suit que n sera de la forme n= — c^sin. 'A, et que l'on aura, 
entre 9 et A , les relations réciproques 

cos. d . COS. A 

sm. A = — — r- , sm. = 



A{8) A(A) ' 

d'oii résulte 

1 = 5 tang» d tang. A, 

C'est la même relation qui donne 

dig.0-+-dig. Ass=D. 

En substituant , au lieu de m et de n , les valeurs précédentes dans 
l'équation (1), on voit que l'expression 

1 / J/ — mn sin. c? cos. o 
arc f tang. = 



V — mn 
garde sa forme imaginaire ^ puisque t/m = c* sin,' 6 sin.* A. C'est un 
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résultat qu'il était aisé de prévoir , puisque les deux kappa sont 
logarithmiques. Si Ton réduit cette expression à une forme réelle, 
l'équation (1) devient 

(5) cos.^dkal. (d, €. ^) -t- cos.'Akal,(A, c, f) 

,..-/, A + c'^sin.dsin. Asin. ocos. 9\ 

==dig.f — isin.ôsm. Alog. ± —. — — — —:— i ; 

" \ ^ — c sin. ôsm. Asin.ycos.ç)/ 

formule au moyen de laquelle on pourra exprimer l'un par l'autre , 
les deux kappa logarithmiques 

kal.(9,c, 7], kal.(A, c,^], 

pourvu qu'entre les angles des paramètres, on ait la relation 

1 s= 5 tang. tang. A. 

Cette même relation entre les angles des paramètres des deux fonc- 
tions 

donne la formule 

cMig. 9 , . . , / . Asin.ôsin.A — sin.«cos.o\ 

s=: . s_i ^sm.Osm.Alog. d= — ; : : — l Il . 

sm.'&sm.^A \ Asm.6sm.A+sm.|>cos.f/ 



Si e=A, d'oii 



sin.^ô = -j — ^ , dig. ô = i D , 



la formule (ë) donne 



kap.(-i ^b, 0, f) = 1^ dig. , _ iiog. (± [Uj;;;;^;:;^:;:' ) : 

ainsi, dans ce cas, la fonction de troisième espèce se réduit à un 
digamma , moins un logarithme. 
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^ 4â. Appliquée aux kappa, U transformation imaginaire qui se 
£iit au moyen de l'équation 



in. ^= 1/ — 1 tang . ^ , 



sin 



offre cette particularité remarquable , qu'en même temps que le mo- 
dule se change en son complément, le kappa proposé de logarithmique 
devient circulaire , et vice versa : ainsi Ton obtient 

{d) . . kal.(A,c,y)=-— -— -[dig.{&,^)--c'sîn.'Akac.(;t,fc,l^)]• 
C'est à l'aide de cette formule , que nous sommes parvenu à étendre 
aux kappa circulaires, la propriété démontrée plu$~faaut, d'après Le- 
gendre, pour les kappa logarithmiques. Si l'on change siut f en 
y — 1 tang. ^ dans la formule (6) , qui suppose 

dig. (c, ©) -4- dig. (c, A) = D(c) , 
#gv \ Isssb tang. 9 tang. A , 

COS. B . COS. A 

sm. A = — T T , sin. = — z — : , 

et si l'on observe que 

f a(/&, t/»)-*-c"sin.dsin. Atang. <p|/--l \ 



i^) — c'^sin. 0sin. Atang.ip ]/ — 1/ 



■ ■ . / c' sin *0 sin . A tang. ^ \ 
=2V/=-l arc [ung. = ^^^-^^ ] , 



on trouvera la relation 

cos.'ô 



A'(C,Ô) 
COS. 'A 



[dig. {b, 4>) — c» sin.'O kac. {e,b, *)] 
[dig. (-&,«(') — -c'sin.'Akac. (A, 6, </<)] 



A%C, A) 

(c^sin.Osin.Atang. A 
tang. = . 1 

6 
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Ecrivant f au lieu de ^ dans les deux membres de cette équation , 
et y permutant ensuite b et c, ainsi que dans les formules (6)^ oïl 
obtiendra le système de relations suivant 

dig. (b, e) -f- dig. (bfX) = D(b) , l = <? tang. S tang. X , 
kac. {B^Cf f) H- kac. ( A, c, y ) === 

,. , . 1 / z&'sin. dsîn. Atang. e \ 

dig. (c, op) -+- 7— ■; : arc tang. ss= ; ) • 

^^'^^ ib^sin.flsm. A \ ^ ^(c, f) / 

§ 43. L'équation [b) offre plusieurs corollaires importants. 

l** Elle permet de réduire les kappa circulaires, qui ont pour type 
du paramètre n = cot.'d^ à d'autres kappa, dont le paramètre , éga- 
lement positif, est exprimé par le type moins général n=c sin. 0. En 
effet, cette équation faisant dépendre kap. (», c, ^) dekap. ( ~, c , f) , 
il s'ensuit que , si le paramètre n est plus grand que c , c'est-à-dire 
de la forme c + <^', </^ étant une quantité essentiellement positive, le 
paramètre 



c" 



1 H 

C 



sera nécessairement moindre que c, et, par conséquent , de la forme 
n = c sin. Ô. 

2^ En l'appliquant aux cas de n ss c et de n c= — c, elle donne 

kap. ( ± c, c, y ) =; i dig. ,> + 2(1±7) ^"^^ ( *^°^' "^"^ ^ ^^°^' ^ ) • 

ainsi , dans ces deux cas , la fonction de troisième espèce se réduit 
immédiatement à un digamma. 

8** En l'appliquant aux cas de n = — c'* et de « = — 1 , dans 
lesquels a s'évanouit et l'intégrale /*--t-^ du § 89 se réduit à jd , la 
formule (b) donne 

kap. ( — c',c, f ) -^ kap. ( — 1, c, f) = dig. y h ^^ : 



de plus, le deux kappa s'intègrent séparément par des digam^ma et 
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des epsilon. En effet , la formule (6) du § 14 donne , pour ce& deux cas , 

. , , f^dr^ 1 c" sin. o COS. » 
kap.(—c%c, ,,)«=/ ^ = — eps.y-p ^ , 

kap. {— 1 ,c, y)= /—^«sdig. y-.-^eps. î> H- ^, Atang.y. 

§ 44. Passons maintenant aux kappa dont le paramètre est îma-> 
ginaire. Soit 

sin. ^cos. ^ 



P== 



(l-t-Çsin.»y)A' 



^ étant un coefficient constant : on aura , en diffërentiant et en intro* 
duisant un second coefficient constant h^ l'équation générale 

dp _ d'^ 1 ^ (2 -f. g) sin.'y -t- (1 -^Sg)€' sin.\— ^c'sin.gy 
!*♦-*/>" Â (1 H-Çsin.''^)''(l — c'sin.'^yj-i-Asin.'f (1 — sin.'y) ' 

que Ton pourra écrire sous la forme 

, . dp _rfy g— (2g-f^g')sin.''y-t-(g-4-2g'^)<?''sin.*y~rc''8in.Qy 
^ ^' l^kp\~ A ' Ç[(l-HÇsin.»Xl— c'sin.»+;fesin.*f(l— sih.'y)]' 

en multipliant à la fois le numérateur et le dénominateur de la frac- 
tion qui composjs le second membre ^ par le coefficient Ç. Posons 

dp __ rfy /M A B C \ 

^ ^' l-t-Ajo* A\Ç l-*-nsin.'f) l-t-n'sin.^^? l-4-wsin.*fj 

M, À, B, C, n^ n' et m étant des coefficients indéterminés : en 
identiGant les deux valeurs précédentes de ^j^^ , on trouvera d'a- 
bord, par la comparaison des dénominateurs, les trois équations de 
condition ' 

ww'm = — c'Ç'' , 

(9)... { (l -^n) (1 -f n')(l -+-m)= i&^{lH-Ç)', 

(c^ H- n) (c^ H- n') (c'-+- wi) = — è'c'^b , 

qui détermineront le paramètre m et les deux coefficients Cet ^, lors> 
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que les paramètres n et n' seront connus. On en tirera , pour valeur 
deç, 

-*'=by/[i±^.i±;î:.(c'-.«)(c'-.n')] 

n »' 

ensuite on aura m et k par les équations 

(11) ^ = -';^' 



(12) ;b=a — {c'-4-«)(c^^n'). 



c'-f-w 



i&'c 



a 



Quant aux coefficients M , A , B et G , on les déduira de la compa- 
raison des numérateurs , en égalant les coefficients des mêmes puis- 
sances de sin.'^f . £t d*abord , il est aisé de voir que M = 1 , car si 
Ton fait sin. f> = oo dans les facteurs qui multiplient -£■ dans les 
équations (7) et (&) , le premier de ces facteurs se réduit à c., et lèse- 
cond à -y* La valeur M =» 1 étant substituée dans Téquation (8) , on 
aura l'identité 

Ç— (2Ç H- Ç') sin.> H- (S H- 2r) c" sin^^— Ç'c' sin.»y 

==r 1 -^ AÇ -^ BÇ H- CÇ 

(18). ^ ^ (in-n'-*-»n- AÇn'H-AÇM+BÇn-f-BÇm-4- CÇ«^-CÇ»')sin•'y 

H- («»' H- nw -4- n'm -^ AÇn'w h- B^nm -4- CÇnn') sin.^f 
H- nn'in sin.^f ; 

d'où l'on conclura 

w3 + (2 H- Ç) n' -+- (1 -+- 2Ç) c^n-^Çc" 

w(n— n')(n — w) 

^l4j . • • / Bas 



€ = 



n'(»' — n) (»'— w) 
in^-i- (2-4- g)m' -4- (1 -^2g) c^tn-j-Kc 
m{fn — n) (w — »') 



3 
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Si Ton intègre maintenant les deux membres de Téquation (8) , il 
viendra 

P dp 1 

(IS). /- — 7-7=-dig.ç^Akap.(n^c,y)+Bkap.(»',c,y)H-Ckap.(m,c,f); 

formule qui servira à déterminer Fun des trois kappa en fonction 
des deux autres. Elle contient, comme cas particuliers, la formule (6), 
en faisant »i = — I , n' = ^; et la formule (a), en faisant m = o , 
n = cot.'ô, w' = — 1 H- i&'sin.^e. Mais elle est susceptible d'une 
infinité d'autres applications , qui peuvent répandre un nouveau jour 
sur la théorie des fonctions elliptiques de la tFoisième espèce. Si l'on 
prend les paramètres n et »', tous deux de la forme — 1-4-6* sin. V ? 
le troisième in sera de la même forme ; si on les prend tous deux de 
la forme — c^sin.'A, le troisième m sera également de cette forme; 
mais si Ton supposait n et n', l'un de la forme — 1 h- 6"* sin.^ ycc, l'au- 
tre de la forme — c'^sin.^A, on trouverait pour le troisième w, une 
quantité imaginaire. En effet, si dans l'expression deÇ, on écrit au 
lieu de n et de n' les valeurs — 1 -f- 5* sin. V) — C sin.'A, il vient 

J/ — 1 A (i&,/tc) sin.^A [l^ — lA(i6,/tc) dbsin./tccos./£4Cot.AA(c,A)] 
\ A* (6 , /te) sin.'A 4- A"* (c, A) sin,*/£4 

quantité dont le carré est essentiellement imaginaire ; d'oiî il suit 
que m = — ^-^ est également imaginaire. Ce résultat était facile à 
prévoir : car si l'expression de m se rapportait à la forme — 1 -♦-i&'sin.'a, 
il s'ensuivrait que le kappa, dont le paramètre est — c' sin.^A, pourrait 
s'exprimer par les deux kappa dont les paramètres sont — 1 -4-i&'sin.^/tc 
et — 1-4- i6'sin*.a; ce qui est contraire à la nature de ces fonctions. 
De même, si m se rapportait à la forme — c'*sin.'«. alors le kappa 
dont le paramètre est — 1-4- h"^ sin.'/w , pourrait s'exprimer par les 
deux kappa dont les paramètres sont — c^ sin.' A et — c" sin.' A*^ ce 
qui est également impossible. 

Puisque , dans l'hypothèse précédente , la valeur de m doit tou- 
jours être imaginaire , i) parait s'ensuivre que tout kappa dont le pa- 
ramètre est imaginaire , peut s'exprimer par deux autres happa dont 
les paramètres sont réels ^ l'un étant de la forme — 1 -4-/&' sin.'/U; l'au* 
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ire de la forme — c'sin.'A. C'est ce que nous allons démontrer, d'après 
Legendre , avec tous les développements qu'exige cette proposition , 
l'une des plus importantes de la théorie des fonctions elliptiques. 
§ 45. Soit le paramètre donné 

n=]/(cos. fl-+- 1/ — 1. sin. ô) , 

V étant positif et cos. pouvant être positif ou négatif à volonté : ce 
paramètre sera toujours accompagné , dans l'intégrale réelle dont on 
cherche l'expression, d'un autre paramètre (§12) 

W = j/ (cos. B — 1/ — 1 sin. e). 

D'après ces deux données , il faut trouver la valeur de chacune des 
fonctions kap. {n, c, ç>), kap. (n' c, ^), exprimée par deux autres kappa 
dont les paramètres sont réels. 

Pour cela , il ne s'agit que de substituer les valeurs de n et n' dans 
les formules (10), (11) et (12). Soit, pour abréger. 



v^ -+- Se"* V cos. "4- c^ ' 
on trouvera 



Ç = — i/Adzyl/lH-2Ac08.fl-t-A% 

«t = — ^ — = — c" [2A*H-2Acos,aH-l =f:2A l/ÏTâÂcôsTôT/F] , 



v' 



c'-+-«t 



* == — (c* -H 2cV cos. -4- î/M— : ; 

par oiî l'on voit que les trois quantités li^m^k sont toujours réelles. 
Il en est de même du coefficient G , dont la valeur donnée par la troi- 
sième des équations (l^)^ est 

m^>f-(2-^g)m^.4-(lH-2g ) e m h- gc' 
m(m^ — 2mj/ cos. •+- v^) 

mais les coefficients A et B contiennent chacun une partie imaginaire. 
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§ 46. Il y a deux valeurs deK, et , par conséquent, deux de ti», et 
deux des autres coefficients. Les valeurs de m méritent une attention 
particulière , parce qu'elles sont les paramètres réels des kappa par 
lesquels nous voulons exprimer les fonctions kap. {n, c, ^), kap. (n'c, ^ ), 
dont les paramètres sont imaginaires. 

Soient m' et m" les deux valeurs de m .* on aura 



m' 






\' + c' = — 2Ac' \h, '\- cos. ô — |/l-4-î2Aco8.e-f-A"] , 
• c' = — 2Ac' [A H- COS. e -f- l/l-f-2Acos.e-f.A=*] ; 

de là résulte 

(m -f. c") {m" -f. c') =i= — 4c*A* sin.'û : 

il faut donc que des deux facteurs m' + c' , m" + c^y l'un soit posi- 
tif et Fautre négatif. Remarquons maintenant que m! et m" sont tous 
deux négatifs , et que si Ton remplace n et n' par leurs valeurs, dans 
la seconde des équations (9), celle-ci devient 

(1 -*- 2vcos. ô-f- v") [\-\-m) = h'' (1 -t- Ç)» 5 

expression dont la réalité exige que 1 + m' soit toujours positif, 
ainsi que 1 -h m"; mais pour satisfaire \ toutes ces conditions, il suffira 
de prendre 

V 

m' t= — c' sin.'A , m" = — 1 -*- fe' sin. V» 

Cela posé, en partant de la valeur m' = — c'sin.'A, et en dési- 
gnant par un accent placé au bas de la lettre, lés valeurs correspon- 
dantes de j>, Ç , A, C , A et B , on déduira de l'équation (15) , 

(16) f \ , - 7 dig. y - C, kap. («', c, y) 

= /7_A_ ^ B/ \ î[? 

J \I-f-»sin.'ç» lH-n'sin.*y/ A 

/?A, -»-B,-h(AX-*-B/**)sin.'f «^y 

^ (l-j-ttsin."*^) (l-4-n'sin.*^<p) A 
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Écrivant au lieu de n et de n' leurs valeurs 

n=;/(cos.0 -*- 1/^ sin.e), n'=y(cos. Ô— ï/~ï sin. C) , 
et faisant , pour abréger, 

r = A, + B„ 
^' =AX-*- B,n, 

le second membre de Téquation précédente deviendra 



/r 



/*' -4- ^r' sin.'*^ df 

—————— ——^_^___^_^^.—_— a ^__ 

-+-2vcos. 08in.'y-4-v'8in.*y A 
Soit aussi 

C* -f- âcV COS. -i- V* = t', 

les équations 



c'+w'» 



*, = ~ (c* H- âc'vCOS. e -»- V^) — ; , 

«t' = — c* sin.'A , 
donnent 

. r^cos.^A 

par conséquent 

^/ 1 H- A^j»/ 2t COS. A " \ p,T cos. A — i&/ 

et Téquation (16) devient 

/jyx /* /'^■4>gf^sin.'y d^ 

t/ 1 H-^;/cos.Osin.'y-f-;/''sin.\ A 
'^ . / p,T cos. A -f- i& 



; log. f± ^ 

Itcos.A \ p. 



2rcos.A \ p,TC0S. A — Z» 

7 dig. çp— C,kap. (m', c, ç>). 
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Si Ton part maintenant de la valeur m" = — ] ^- h* sin. V, et que 
Ton désigne par deux accents placés au bas de la lettre , les quantités 
correspondantes , on aura 

/"^ dp 1 

1^." a — r H^ ? — C„ kap. (m", c , y ) 

•A„ -»- B„ -4- ( A,X -f- B„n) sin.*^ df 



-f 



(l-t-nsin.'y) (1-4-»' sin.'y) A 

Soit toujours 

c* -♦- 2c^j/ cos, d 4- y* = t'* , 

les équations 

C -♦- fn 

k,, = — (c* -H âc^^y cos. -f. j/' ) , 

m" = — 1 H- i6^ sin.'^/ti , 

donnent 

r" cos.^*/tc 






et conséquemment 



/ ^;^./ c L jo^rcos.M 
—7 ■ = arc tang. = : 
1-+-*//^// Tcos. A* \ c / 

faisant de plus, par analogie, 

9"= A,X+ B„n, 
Téquation (18) deyient 

(19) C r-^9"^^--^? ± 

J l-*-2ycos.ôsin.'*y-f-v'8in.^y A 

^ / p„t cos. A^ \ 
= ^ arc ( tang. = I 

T cos. (A \ ^ c I 

- TT ^'S- 9 — C„ kap. (w", c, y). 
4// 
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§ 47. n faut remarquer que toutes les quantités qui entrent dans 
les formules (17) et (19) sont réelles de leur nature, à l'exception 
des quatre coefficients f\ g', /", g'^ , dans l'expression desquels en- 
trent les paramètres imaginaires n et n', et les coefficients A^, B^, 
A„y B^^, également imaginaires. Mais cette exception n'est qu'appa* 
rente, et l'on peut même calculer les quatre coefficients dont il s'agit, 
sans connaître les valeurs de A,, B,, A,,, B,,, 

Soient , à cet effet , 

/ t=: A 4- B , 
g = Aw' ■+■ Bn, 

f yg\f\ g*' seront alors ce que deviennent /'et ^ quand on remplace 
successivement m par ses deux valeurs m' et tn"^ dans les coefficients 
A'et B. Lorsqu'on égale les coefficients des mêmes puissances de sin.^^? 
dans l'identité (13), on obtient les deux équations de condition 

1 ^- Ç(A + B-*-C)=Ç, 
— (2Ç-»-Ç') = n -*- w'-f- m -f- AÇn'-t- AÇw h- BÇn -i-BÇw + CÇn h- CÇn', 

dont la combinaison donne 

/•=A H-B =1- 1-C, 

^=An'-+-Bn=m(C — 1) — (n + n') fc-f- -J — 2 — ^; 

valeurs essentiellement réelles, puisque 

n + n' s=: 2]/ COS. a. 

§48, Au moyen des deux formules (17) et (19), toute intégrale 
proposée 



/ 



1 -f-2>'cos.0 sin.'y-f- j/*sin.*y A 

dans laquelle le dénominateur \ -\-%f cos. sin.*ç> h- v' sin.*ç> est le 
produit des deux facteurs imaginaires 

l-+-vsin.*y(cos.O-f- V — 1 sin. 0) , 1h- vsin.'f(cos.O — |/ — 1 sin.e), 



1 
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pourra toujours 9*exprimer par les deux fonctions kap.(m%c^ ^)^ 
kap. (m" yC^f)^ dont les paramètres sont réels , Tun étant de la forme 
— e"" sin^A , l'autre de la forme — 1 + Z»' sin.^^ct. En effet, connaissant 
les coefficients /' g' , /", g'\ « j /3, il sera aisé de satisfaire à Tidentité 

a -f. /3 sin.'î. s= M' {/' + g' sin.'y) h- M" (/" + g'' sin.'y ) , 

011 M' et M'' sont des coefficients constants , par lesquels on multi- 
pliera les équations (17) et (19), afin qu*en ajoutant les produits^ 
le premier membre soit égal à Tintcgrale proposée. 

§ 49. Il est bon de prévenir une difficulté que pourrait offrir Té- 
quàtion (17), relativement au terme 

/ ^ dp^ b / j3,TC0S.A-f-i&\ 

l-i-A,jtï/ . ârcos.A \ jD,TC0S. A — b) 

Puisqu'on a 

sin.^ cos*^ 



(1 -f- Ç, sin.'ç>)A ' 



on voit que p, est nul lorsqu'on a y = o ou y = 90® , et que p, est 
infini lorsque sin.y = Vj^ ; valeur qui suppose Ç, négatif. Or, cette 
hypothèse ne peut jamais avoir lieu-, car nous avons établi ci-dessus 
les équations (9), en supposant identique l'équation 

(20) .... ( l -f- Ç,sin."ç))'(l — c'sin.'y) H- A, sin.'ycos.'ç» 
= (lH-nsin.'y) (lH-n'sin.'*ç») (l-f-w'sin.^^) 
= (lH-2vcos.ôsin.'ç>H-y'sin.*^) (1 — c^sin.'^Asin.'y) , 

dont le second membre est toujours positif , quelque valeur que l'on 
donne à sin. ^^ depuis ^ = jusqu'à ^ = 90*' : donc le premier mem- 
bre est également positif. Mais l'hypothèse de 1 -4- Ç, siii'f=^o, ré- 
duit l'équation précédente à 

i^,8in.'f cos."^=:(l-t-2vcos.esin.'ç>-*-y'sin.^^) (1 — c'sin.'Asin.'ç?) , 

et si l'on met au lieu de k^ sa valeur — "^ ^°^' ^ , on voit que le pre- 
mier membre devient négatif; ce qui prouve l'inadmissibilité de 
l'hypothèse. 
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Non -seulement p, n'est jamais inûni, mais on ne saurait avoir 
P, = 77^7^ ; ce qui rendrait infini le logarithme qui entre dans l'é- 
quation (17). En effet, si Ton divise tous les termes de l'équation (20), 
par ( 1 -+- Ç, sin,'y)'*A% on obtient 

h,Bm,^(fCOS,^f (l-f-2ycos. Osin.'y-t-v'sin.^ç))(l— c'sin.'Asin.^f) 
"*'(l^Ç,sin.»^A^'^ (l-f.?,8in.\)^A^ ' 

et comme 

^.sin.'ocos.'o 



(lH-Ç,sin."5>)"A' 

il s'ensuit que 1 + h,p,^ est toujours positif. Mettant au lieu de h, sa 
valeur rapportée ci-dessus, on en conclura que b'^ — j»^'t''cos.''A est 
positif, et, par conséquent, aussi b — />,tcos. A : donc, on a toujours 
« <C r 5 c® m^'^^ fallait prouver. 

t cos* ^ 

Si nous passons à l'examen de la formule (19), nous verrons que 
la quantité 

sin. ^ COS. (p 



f./ = 



(l-*-Ç„sin.^ç>)A ' 



qui est nulle lorsque y =r=o et lorsque ^ s=90«, devient infinie entre 
ces deux limites, si le coefficient t^,, est plus grand que l'unité. En 
effet, ce coefficient ayant pour valeur 



— vh — V l/l -*-2Acos. 0-f-A' , 

est essentiellement négatif, et s'il est plus grand que l'unité , son 
produit par sin.^^ pourra annuler le dénominateur de j7^^. Lorsqu'on 
aura donc 

1 

1 -+-Ç„sin.'^ = o, ou sin.'ç)= , 

l'arc dont la tangente est ^^' — qui entre dans la formule (19), 
sera ^r, et l'amplitude f .continuant à croître depuis 



>in. = V/-î-), 



y = arc [ sm. 
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jusqu'à f s=s |r , cet arc croîtra depuis i^r jusqu'à 



arc 



(T COS. fL sin. ^r. cos. ^tX 



qu'il faudra prendre égal à r , pour suivre la loi de continuité. 

§ SO. Si l'on regarde la fonction kap.(n, c, 99), comme le secteur 
mixtiligne , compris entre l'arc d'une certaine courbe (que nous 
nommerons , pour ce motif, courbe des kappa) et les deux rayons 
vecteurs qui le terminent, nous aurons, en suivant la notation 
employée au§ 16, 

^ 2 

(l-*-nsin.'y)A ' 

pour équation polaire de la courbe. Lorsque les kappa que Ton con- 
sidère appartiennent à des types normaux , cette courbe se construit 
avec assez d'élégance , au moyen de deux ellipses. 

Soient E^ £', £" trois ellipses , dont les carres des demi-axes et des 
excentricités^ ont pour valeurs respectives 

a» = 1 , a'V= 1 , a"» = 1 , 

i» == 6' , b'^ = b^ sin.=*A , &"" = l — c^ sin.^A , , 

c* = c^ &^ = 1 — i&' sin.'» A. c"" = c* sin. "A. 

L'angle f et les rayons vecteurs r^r'^r'^ étant pris comme au § 16, 
nous aurons 

b b' ' V' 

^ ^ ri \'^ ^ 



A(c,y)' A(c',y)' A{c",y)' 

de manière qu'il viendra, pour la courbe des kappa circulaires nor- 
maux, 

^ (1— c'»sin.=»y) A (c, y) ts.\c\ y). A (c, ç,) b'^' b' 



et pour celle des kappa logarithmiques normaux 

r ' r 



Q SI -'/a 



'' (1— «"'sin.»:i(c,f) A'(c'.',f).A(c,f) ^i"' 6 
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ainsi la courbe de tout happa normal , pourra se comtruire an moyen 
des rayons vecteurs de deux ellipses ayant même grand axe. 

En rapprochant la valeur de p , de celle du rayon vecteur R de la 
fausse ellipse (§ 16), il est aise de voir que Ton a respectivement, 
suivant que le kappa est circulaire ou logarithmique, 



_W _ Rr" 

^_ —, ou p——', 

relation remarquable par sa simplicité. 

§ 51. Pour trouver la valeur du grand et du petit axe (âAet^B) 
de la courbe des kappa normaux , il faut faire successivement 

? = 2 ' et ç» = , 

dans son équation. On trouve de cette manière : 
Pour les kappa circulaires normaux , 



y h^ sin. A 



et pour les kappa logarithmiques normaux , 



=v 



b^''{cJ A) 



, B = V/I . 



En appliquant à ces fonctions la remarque du § 19 , relative aux 
secteurs de la fausse ellipse, on trouvera de la même manière : 
Pour les kappa circulaires normaux 

kac. (A,c,y)< j- — ^TTTTnî-rTT ' «^>f5 

«t pour les kappa logarithmiques normaux , 

kal. (A, c, y) < -j , . - ; , . , et > y. 

(I — c^sin.^Asm.'^jA 
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CHAPITRE VI. 

Propriétés générales des kappa de même paramètre et de même module* 
— Théorème sur les kappa complets» — Relations entre l'amplitude 
et l'angle du paramètre, — Propriété des fonctions complètes des 
deux premières espèces. 



§ 52. Considérons les deux fonctions semblables 
kap. y =y -———— , kap.^ =J (|^^sj„^.^)^^^j y 

et supposons , comme nous Pavons fait pour les epsilon , qu'on ait 
]*équation 

dig^ f -♦- dig. f — di(j. /tt=o, 

fjL étant une amplitude constante. Si Ton fait 

kap, ç» -I- kap, ^ — kap. /t* = Q , 
on aura 

Q = n îf? ^. ^A ) ; 

J \(l-+-«sin.'y) A(^) (l-*-«sin.»A(^;y 

mais puisque 

d(f d\p 



ii vient 



/^d<f n(sin.^«// — sin.""^) 

""t/ ^(f) l-h«(sin.'''«p-4-sin.'f>)-»-n'8in.'*^sin.^y^^ 
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et comme on a 

^\?) — A'W == c' (sin.'^ — sin.>) , 
en posant 

sin."^ -f- sm,^y = />, sin. </> sin. ^£=g, 
on obtient 



c*^ a(^) 1 -f, np -f- n'gf 
Remarquons que 

et comme on a trouvé au § 80 , 

df ^[f) + (/<p A (tp) = cV (sîn./£ sin. ç> sin. ^) = c^ sin.^ dq , 
rintégrale précédente se réduit à 

/^ nsin.^if^ 

^ 1 -*- fip 4- n'g'' 

La relation dig. y -*- dig. <p— dig. fi:=:o, suppose la suivante 

COS. f COS. ^ t= COS. /te -f. sin. ç> sin. ^ A (/«) : 
d'où 

cos.'y cos.^ip == cos.'ytc -h 2 COS. fi siu, f sin. ^A (^) 

-H sin.^'^sin.''^ — c^sin.'ysin.''^ sin.^. 
Mais 

cos.'y cos.'^ = ( l — sin.^y) (1 — sin.'*^^) 

= 1 — {sin."y-+- sin.'^)-f-sin.'|)sin.*^=l — p -*- q^ • 
par conséquent 

1 — ^ = cos.> -♦- 2g COS. jx a(^) — c*5^ sin. V , 
et 

/>= sin.*^ — ^q COS. fi a(/k) 4- c'g' sin.> ; 

mettant cette valeur de p dans l'intégrale précédente, il vient 

n sin. /cc c/g 



,/ 1+nsm. /u 



2ng COS. /tt a(^) -♦- q^ (»i* + «c^* sin.^'/ti) 
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Pour trouver cette dernière intégrale , noos remarquerons que , si 
l'on différentie la fonction générale 

on obtient 



du = 



hkdq 



k' -¥- Ulq -^ {h' -^ l^) q^ 

La différentielle du renfermant, dans son expression, trois constantes 
indéterminées h, h y l, on pourra disposer de celles-ci de manière 
à rendre identiques les dénominateurs des fractions qui représentent 
les valeurs de dQ et de du. C'est à quoi Ton parviendra , en posant 

*»r=l+nsin.'*^, */ = — n COS. /ce a(ac) , à' -f-T = #»»-♦- »c*sin.>; 

d'où Ton tire 

. i/î ' — à — » — ncos. jKA(/tc) 

ksss K l-f-nsin.V» / = ^ r , 

|/l-*-nsin.'/t4 

, sin. f£ |/n(c'H-n'-f-ftc'-i-n) 

|/lH-nsin,V 
^t si l'on fait, pour abréger (§89), 

yânsin.f£ 



a = (l-^n) I W — j , on a A = 



l^l-f-nsin.V 
Il suit de là que 

_ J^ r hkdq 



Q 



= ^an.(tang.=.Ji^) 



const. 



1 / nya sin.^asin.osin,*/' \ 

=— : arc tanjj. = p— ; J— , : — ) +const.: 

|/^ \ l-f-Msiii.7«— wcos.^A(/u)sin.^8in.^/ ' 

el , à cause de la relation 

^[fJi) sin. ff sin. .// = cos, ^ cos, ^ — cos./m, 
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qui simplifie l'expression de Q, il vient 

fkap.f -H kap.^ — kap./C£= 
JL nKasîn./ttsin.y sin.i/» \ 
y- arcftang. = 1 • 
Va ^ " Ih-« — ncos./c£CO$.^cos.^/ 

Nous ayons supprimé la constante arbitraire , parce que les six 
fonctions kap.^, kap.<p, kap.^, sin.f?^ sin.</>, sin.^c, s^évanouissent 
avec leur amplitude. 

§ 53. La formule générale (1) correspond , pour les fonctions de 
troisième espèce , à la formule 

dig. f -f. dig.> — dig. /k = o , 

pour les digamma , et à la formule 

eps. f •+■ eps. <// — eps. /C£ = c^ sin. /x sin. f sin. ^ , 

pour les epsilon. Ainsi, la différence qui est nulle pour les digamma ^ 
et algébrique pour les epsilon , est exprimée par un arc de cercle ou par 
un logarithme f pour les kappa» Je dis arc de cercle ou logarithme , 
car on voit que la valeur de Q représentera la première ou la seconde 
de ces fonctions , selon que a sera positif ou négatif. 

De Téquation (1) , et de toutes celles qu'on peut former sembla- 
blement entre trois kappa, nous conclurons, comme nous Tavons fait 
au § S4 pour les epsilon , que si i, h, l, etc. , sont des nombres entiers 
positifs , on pourra toujours faire en sorte que Ton ait 

i kap. f -^ k kap. «p -*- / kap. « -+- etc. =: W, 

W étant une quantité déterminable par arcs de cercle ou par loga- 
rithmes, pourvu qu*on ait entre les amplitudes ^ , ^, co, etc., la.re- 
lation qui donne 

i dig. f -Jhk dig. (p -f- / dig. a •+- etc. =0, 

relation qui peut toujours être remplacée par une équation algébri- 
que entre les sinus des amplitudes ( § 22). 

Lorsque ^ et ^ sont les amplitudes de digamma complémentaires , 

T COS.o 

on a /tt= — , et sin, <// == ; la formule (1) devient alors 

2 A(y) 
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kap. f -4- kap. ^ -^ K = 

et, sous cette forme, elle peut servir à déterminer kap.^, au 
moyen de la fonction complète K, et d'un autre kappa d'autant plus 
petit que kap.^ sera plus grand. 
Si Ton a f =^ , ce qui donne (§ 19) 

il vient 

d'où l'on conclura , en vertu d'un théorème dont il sera question au 
§ 55, que tout kappa dont l'amplitude a pour tangente trigonoméirique 
TT= , peut s^exprimer par des fonctions d'une espèce inférieure, 

§ 54. En appliquant aux kappa , la remarque que nous avons faite 
au § 82 pour les epsilon, il est évident que la formule (1) pourra 
s'écrire sous la forme 

kap.amp.j7 + kap.amp.g — kap.amp.(p-f- jr)s== 

1 r nV^âc.sîn.amp.j7.sÎD.amp.g.sin.amp.(p+9) n 

■/^ L !-♦-«—« cos.amp.jo.cos.amp.5f.cos.amp.(f>-*-5)J' 

par oii l'on voit sur-le-champ que si Hamp.p^ Hamp.^; représen* 
tent des fonctions de la forme 

kap. amp.p -i- kp, kap. amp. q + kq^ 

k désignant une quantité quelconque , la différence 

Hamp.jD + Hamp.g — Hamp.(p-4-9) 

sera encore égale au second mémhre de l'équation précédente. ' 

§ 55. Il existe entre l'amplitude et l'angle du paramètre de la fonc- 
tion kappa , des relations importantes , que nous allons faire con- 
naître , et qui serviront à démontrer le théorème suivant : 
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THioEÈMB. Tout kappa complet peut s'exprimer par des digamma et 
des epsilon. 

Démonstration. Si Ton différentie, par rapport an (voyesi la note III) , 
chaque membre de Féquation 



on aura 

d.kap.^ 

dn 



ïtap. f = fj: î , . , 

^ (I -*-«8in.'y) A 



et si l'on fait , pour un instant , 1 + n sin.^^ s=tt , le second membre 
de cette équation deviendra égal à ^J^^^-^j d'oiî Ton tire , en re- 
mettant au lieu de u sa valeur, 



Â 



df c^.kap.f» 



=3 kap.f» H- n 



on aura 



(1 -f- nsin.'^)'A dn 

Remplaçant l'intégrale par sa valeur trouvée au § 14, il vient, après 
réduction , 

dn 11 ^jkap.f>+ 2âe.c^. kap.^B 

dn dn dn 

Mm.fcos.f. , c'— dig.f — —(dig.y — eps.y); 

i+nsin. f n n 

et si l'on remarque que da=dn II ^ j , 

1 

-- dk. kap.f +âc.(l. kap.f» 

= - Asm.ycos.f , "" i ^ Tî ^*&-f— 5— (^'8-r-eps.ri; 

2 l-i-fisin« f j6 n jL n 

équation-dans laquelle il faudra regarder kap.^ et a, comme variables 
principales , et n comme variable indépendante. Multipliant , de part 
et d'autre, par rp, et intégrant, il viendra 

(2). . . . Ka.kap.y — ^Asui.f cos.f) / ;:. 

* *y (lH-nsin,'y)l^a 

2 J n^VoL 2 J ^y^ 
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La généralité de cette formule , permet de l'appliquer à toutes les 
fonctions de troisième espèce, quel que soit le type de leur paramètre; 
mais y d'après ce qu'on a vu au chapitre précédent sur la réduction 
des kappa à deux types normaux , il suffira de considérer le cas où la 
fonction kappa a pour type du paramètre n = — •- 1 +6' sin.' 0, et celui 
011 elle a pour type du paramètre n=B — c* sin.'d. 

P' CAS. Kappa circulaires normaux. 

On aura , dans ce cas , 

dh ^ . ., V . /- i&'sin.©cos.6 

et l'équation générale (2) deviendra * 

ib^'sin.Ocos.d , ' 

/'*d$ /L_^i_ 

MM)""''^^^'V(l~*"sin.>.)î 

/• de.^{b,e) 

-f- ASin*9C0S.9 / ; r-— ; — — -; r- • 

c/ cos.'y-i-o 8m.*0sm. f 
Or , nous avons (§ 48) 

/^ do 1 /, X i&* sin.acos.ô 

de plus, en faisant AHang.'f =»', il vient 

/» d9^lb,e) , r di{l—b'iin.'6) 

^""•^'^^•7 co».'yH-fc'sin.'6sin.', '=^''°g-y(l-^n'sin.'a)A(i,a)- 

en comparant cette dernière intégrale à la valeur de H donnée au 
§ 8 , on trouvera que 

X» d$^{b^B) 

A sin«9C0S.f / r rr-: — r--: — ^ 

c/ cos.'f-f-fc'^sm.^asm.^f 
kap.(n', 6,fi) — A cot.î.dig.(6, a). 



sm.f cos.f 
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Substituant ces valeurs dans l'équation (9), et remettant &Hang.' ^ 
au lieu de n\ on obtient 

i&^sin.0cos«9 
^^^'^^ [kap.(i*tang.'f,6,e) — cos.*çdig.(fc,0)] 



sm.fcos.f 
^ dig.(c,y) dig.(6,0) — ep8.{c,î>) dig.{6,0) — dîg.(c,f) eps.(6,e)* 

On n'a point ajouté de constante, parce qu'en faisant ds=0; les deux 
membres s'évanouissent. 

^ 56. Pour ramener au type normal le kappa circulaire du se- 
cond membre de cette équation , on commencera par le réduire à la 
forme kap.(cot.'f , 6, d) à l'aide de la formule (h) du § 89* Ensuite , 
par la formule (a) du § 88 , on réduira ce dernier kappa à la forme 
kap. (— 1 +c'*sin.^f,ib;0). On trouvera, de cette manière , la for- 
mule générale 

fc*sin.0cos.0 _, ' ^ ,. , xn 

.[kac.(fl,c,ç)-.dig.(c,y)] 




A(ib,ô) 
c^sin.^cos.f) 



[kac.(y>,e)— dig.(6,0)] 



eps, (c, ff) dig. (fc, 0) -H eps. (6, 0) digl (c, y) 

A(c,y) A(6,0) 



-dig.(c,ridig.(6,0)-arctang.r^. ^1 

l_, cot.^ cot.O J 



M résulte de la symétrie de cette formule, que Von peut y permuter 
Vamplitude et Pangle du paramètre, pourvu qu*on y permute en même 
temps les modules h et c. 

En la combinant avec l'équation (a) du § S8, on en déduit 

kap.(cot.'0,c,y)+- -7— i kap.(cot.'y,i&,0)=iîr 



sin.Ocos.O sin.^cos.f 

(c).( 

+taDg.eA(6,6)dig.(c,^) + taDg.7A(C;^)dig.(6,e) 

-*-dig.(c,f)dig.(6,0)— dig.(c,y)eps.(Z>,0) — eps.(c,y)dig.(i5,e). 
Sil'on a h=sCf c'est-à-dire si le module cssssin.46**^ et que l'angle e 
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du paramètre soit en même temps égal à l'amplitude f , on trouve 

-: kap.(cot.^f)^K i,fi)s=r|r-f-(âAtang.f-f-dig.|>— 2eps.r)dig.f, 

sin.ocos.o 

Lorsque ^s=r 2, kac.(9, c, f) devient la fonction complète 
K ( — 1 -f. fc'sin." d,c), et Téquation (e) donne , pour la déterminer, 

(8) -— — — [K(-l + i'«n.'0,c -De] 

=^+D{c)dig.(6,9)-E(c)dig.(ib,fl)— D(c)ep8.(*,0); 

par où l'on voit que la fonction complète de troisième espèce dont il 
s'agit , s'exprime généralement par des digamma et des epsilon. 

La fonction non complète kac. (9, c, f) s'exprimera également par 
des fonctions de la première et de la seconde espèce , si l'amplitude f 
est telle qu'on ait 

*S'(c»f)=*I>(c), 
k étant un nombre rationnel ; car alors , il résulte du § 63 que 

kac.(0,c,y)=itK(— 1 -♦- fc'sin.^'ôjc) + W , 

W étant une quantité déterminable par arcs de cercle. Il en sera de 
méme^ si le paramètre n est positif, et , par conséquent , de la forme 
ii=:cot.'d. En combinant l'équation (a) du § 38 avec l'équation (5), 
on obtient, pour la fonction complète ^ 

+D(c)dig.(ib,fl)— E(c)dig.(6,9)— D(c)ep8.(ib,fl). 

§ 67. Supposons que l'angle ê , déterminé par le paramètre 
f» = — 1 + 6^ sin.' é , soit tel que , pour le module by on ait 

(7) dig.(M) = *D(6), 

k étant rationnel : alors on aura , par les propriétés connues , 
(8) kac,(y,j&,o)=AR(— l-f.c'sin.>,6)-*-W, 
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W représentant, comme tout à l'heure, une quantité assignable par 
arcs de cercle. On aura en même temps (§ S4) 

(9) • eps.(fc,0)=itE (!&)+■¥, 

Y étant une quantité algébrique. Or, si dans l'équation (8), on sub- 
stitue à kac. {f^bf ô) sa valeur en kac. (0, c, f) tirée de la relation gé- 
nérale (e)/ que Ton y substitue également à K( — 1 -4-c'sin."y, i&), 
sa valeur en fonctions d'espèces inférieures , que l'on déduira de l'é- 
quation (6) y mutatis mutandis; qu'en Gn l'on élimine dig.(6, 9) et 
eps. {hy 6) au moyen des équations (7) et (9), on obtiendra 

kac.(M„)=ri- vr^v1dig.(..ri-. ^, . ^'(-'^^^.^';> W ; 
L D^sm.Ocos.O J o'^sm-fcos.fsm.dcos^o 

par oi!l l'on voit que tout kappa circulaire normal peut être réduit à 
un digamma, si l'équation (7) est satisfaite. 

â" CAS. Kappa logarithmiques normaux, 

§ 68. La substitution de la valeurn= — c'sin.'O dans l'équation 
générale (â), donne 

cot.O A(c,e}kap.( — c'sin.'0,c,f)&=(dig.^p — eps. y) /— r — r 
,. /• rfô /» c^Jô.sin.'a 

""^g*f /-: — ; — ; — r H-Asm.fCOS.fl) i -r: t: — T— :: — TT-T — ;• 

On a de plus , par le § 1 1, 

dB 

=;dig.(c90) — eps.(c,0) — A(c,0)cot.9 , 



J si 



sin.^OA (c,e) 
et par la formule (a) du § 8 , 

yC'sin.'ÔC^Ô 1 „ . , 1. ^ xn 

/l .'. ' a,x,/ .x ="^-T [kal.(î>,c,0)-.dig.(c,ô)] : 

donc, la formule générale devient 

cot.O. A (c,a) [kal. (ô,c, y) — dig.(c,y)] 
. — cot-î^.A (c,y) [kal. (f ,c,0) - dig.(c,0)] ^^ 

-4-dig.{c,fl)eps.(c,ri ~ 

— dig.(c,î>)ep8.(c,ô) 
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Cette équation , provenant d'une intégration dans laquelle f a été 
regardé comme constant , devrait avoir pour second membre , une 
fonction inconnue de 5), que nous désignerons par F(f). Pour la dé- 
terminer , nous remarquerons que si Ton permute eet f^ après avoir 
remplacé zéro par F(^), le premier membre restera le même au 
signe près, tandis que le second deviendra F(a) : par conséquent 
F(f>) + F(d)s=:o. Or , cette condition est impossible à remplir (à 
cause de l'indépendance des angles et 7) si Ton ne suppose , comme ' 
nous l'avons fait, F(f)=o. 

L'équation précédente^ plus simple que celle qui se rapporte aux 
kappa circulaires, est composée de telle manière, qu'on peut y per- 
muter l'amplitude et l'angle du paramètre sans changer le module* Si 
l'on y fait ^ =i ^, on aura immédiatement 

(10). K(-c'8in.'9,c)=D(c)+^^ [D{c)ep8.(c,e)-E(c)dig.(c,9)]; 

d'où l'on tirera la même conclusion que pour les kappa circulaires 
complets. 

On démontrerait de la même manière que pour les kappa circu- 
laires , que la fonction non complète kal.( d, c, 9)) se réduit à des 
fonctions d'espèces inférieures , si l'amplitude f est telle qu'on ait 
dig.^ = k D(c), h étant un nombre rationnel. 

Nous remarquerons à legard des formules (e) et (f), qu'elles peu- 
vent se déduire l'une de l'autre au moyen de la formule (d) du § 42. 

§ 59. Supposons maintenant que l'angle du paramètre soit tel 
qu'on ait 

dig.e = kD (c) : 
on aura 

eps.o=:itE(c) 4- V 
et 

kal.(f,c,0)=^K( — c'sin.y,c) -♦- W, 

y étant déterminable algébriquement , et W renfermant des loga- 
rithmes. Ces valeurs, et celle de la fonction K ( — c^sin.*^, c) déduite 
de la formule (10), étant substituées dans l'équation (f), il en résulte 

Vtang.ô^j. ^ ^ Wcot.f a(c,<p) 



kal.{fl,c,f)= Jl -*- -^^^j dig-(c,f) 



C0t.SA(c,6) 
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d'où il suit que tout kappa logarithmique peut être réduit à des fonc- 
tions d'espèces inférieures , si l'angle 9 de son paramètre est tel 
qu'on ait dig.(c^ 0)=^ ^(p)i ^ étant un nombre rationnel. 

Lorsque le paramètre se présente sous la forme nss — ^~^, 
la combinaison de la formule (10) avec l'équation (4) du § S9, 
donne ^ pour Taleur de la fonction complète , 

'^(■^81^5''')=^ [E(c)dig.(c,9)-D(c)ep8.(c,»)]. 

Il est à remarquer que les formules de réduction sont plus simples 
pour les kappa logarithmiques que pour les kappa circulaires , puis- 
qu'elles ne contiennent point les fonctions D(b) et £(6), relatives au 
module complémentaire. 

Observons aussi que la valeur de K( — c^sin.^d, c) donnée par 
la formule (10), serait indéterminée, si l'on avait 0=^^, ou 
fiss'— c^. Mais alors on a généralement, pour toute valeur de f 

(S«), 

1 / , t 1 c'sin.flpcos.f 

kap.(-c%c,,)=pep8., ^^^ , 

et , par conséquent, 

K{_c%c)=1e(c). 

§ 60. Nous terminerons ces recherches en faisant observer que la 
démonstration de la formule 

(11) |=D(c)E(i)+D(i)E(a)-D(c)D(i), 

mentionnée au §86 , est la conséquence immédiate de l'équation (5), 
quand on attribue à la valeur ^. 
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CHAPITRE VII. 



De la transcendanU T. 



§61. Les fonctions elliptiques de la troisième espèce renfermant 
trois quantités, n, cet ^, Ton croyait généralement, ayant que M. Jacobi 
eût publié ses travaux mémorables , que ces fonctions n'étaient pas 
susceptibles d'être exprimées au moyen d'autres transcendantes , qui 
n'en continssent que deux. De là, une véritable impossibilité de les 
réduire en tables , car en prenant pour arguments (*) l'angle A du pa<« 
ramètre, l'angle $ du module , et l'amplitude ^ , ces tables eussent été 
à triple entrée et auraient coûté des calculs prodigieux , même dans 
l'hypothèse où les arguments n'auraient procédé que de degré en 
degré. Les recherches du savant géomètre qu'on vient dé nommer , 
l'ayant conduit à s'occuper de nouvelles transcendantes, qui se rat* 
tachent aux fonctions elliptiques , il reconnut que tout kappa loga«- 
rithmique peut s'exprimer au moyen de deux nouvelles fonctions 
d'un et de deux arguments, g et © , dont nous traiterons plus tard. 
Ainsi, en ajoutant aux tables qu'on possède, la table des fonctions , 
et une table auxiliaire pour calculer q au moyen du module (^) , on 
aurait été en état d'évaluer les kappa logarithmiques, à l'aide de tables 
à double entrée seulement. Legendre , qui apprécia d'abord toute l'im- 
portance de cette découverte , fît observer cependant qu'elle ne s'é- 
tendait pas aux kappa circulaires. Voici comment il s'exprikne à cet 
égard : 



(*) On appelle argument d'une table , Télément qui sert à trouver la fonction : 
ainsi , les angles sont les arguments des lignes trigonométriques , les nombres soqt 
les arguments de leurs logarithmes, etc. 

(**) On la trouvera à la fin de cet ouvrage. 
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(( M. Jacobi est le premier qui ait remarqué cette belle propriété , 
}> que Tusage des fonctions 0, dont il est l'inventeur , lui a fait dé- 
» couvrir dans les fonctions elliptiques de troisième espèce , à para- 
ît mètre logarithmique. Il a annoncé en même temps ^ que la même 
» propriété pourrait aussi s'appliquer aux fonctions à paramètre cir- 
» culaire ; ce qui serait un très-grand perfectionnement de la théorie 
» des fonctions elliptiques , puisque la détermination numérique de 
» ces fonctions ne dépendrait , dans tous les cas , que d'un petit 
» nombre de tables à double entrée , dont les principales sont déjà 
» calculées. Mais , jusqu'à présent, les tentatives que j'ai faites pour 
» étendre aux fonctions à paramètre circulaire , la propriété qui est 
» démontrée pour les fonctions à paramètre logarithmique, sont 
» restées sans succès. Â.insi nous devons suspendre notre jugement 
» sur ce point , jusqu'à ce<{ue M. Jacobi fasse connaître les formules 
» par lesquelles il pourrait justifier son assertion. 

» Dans le cas oii il serait bien constaté que les fonctions à para- 
» mètre circulaire ne sont pas susceptibles de la réduction qui a lieu 
» pour les fonctions à paramètre logarithmique , il faudrait admettre 
» que les fonctions à paramètre circulaire constituent une quatrième 
n espèce de fonctions elliptiques , plus composée que les trois autres , 
» et qui ne peut se simplifier que pour des valeurs du paramètre ca» 
» ractérisées par un symptôme général ; mais alors elles se réduisent 
» toujours à la première espèce , et ne peuvent plus être rangées 
I) dans la quatrième, w ( Voyez la note IV. ) 

§ 62. Outre les fonctions réductrices q et , on doit encore à 
M. Jacobi la découverte d'une autre transcendante , représentée par 
l'intégrale 

T(c„)=y;ps.(o,,)_g-j. 

Nous la nommerons la fonction upsilon y du nom de la lettre grecque 
employée à la désigner. Voici, à peu près, comment M. Jacobi ex- 
pose la réduction des kappa logarithmiques au moyen de cette trans- 
cendante. 

Soient /£ et v des amplitudes telles , qu'on ait , pour le module 
commun c, 

(1) dig.A4 = dig.^ H- dig.A, 

(2) dig.v =dig.f — dig.A, 
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X étant l'angle du paramèt're de la fonction kal.(A, c, r)* ^^ ^^^^ 
en même temps ( § SO) 

eps.v -f- eps.A — eps.y = c^sîn.Asîn.^sin.y, 
eps.f + eps.A — eps./Ec = c^sin.Asin.))sin,)u. 

D'ailleurs , les amplitudes /ec et v se déduisent des amplitudes ^ et A , 
par les formules connues 

sin.fC0S.AA(A] +8in.Acos,f A(f) 



(S) . . . . sin./K 



(4). . . • sin.v 



1— c'sin.^Asin.'y 
sin.fCOs.AÀ(A) — sîn.Acos.7À(f) 



1 — c^sin/Asin.'f» 
Considérons maintenant la fonction 

Z=TH_TM=y^eps.^_y^^^ep8.v : 

si l'on regarde A comme constant , on aura , en vertu des équations (1) 

et (2), 

rf.dig.^=rf.dig.f, ou —-. = -_. , 

et semblablement 

dv df 

donc 



Z == / — tr (eps./u — eps.v). 



Par les formules précédentes , on a 

(5). . . eps./Ec — eps.v=â eps.A — c'sin.Asin.^(sin./cc + sin.v), 

,^. . . Ssin.opcos.AAfA) 

(6). • . sm./K -t-sm.y as : : : 

1— c^sm.^Asm.'f 

donc 

• /^do r sin.'tf 1 

Z= f —1- Seps.A— 2c'sin.Acos.AA(A) : — I-;^ 1 

J à{f)L ^ ^^ l^c'sin.''Asin.'yJ 



\ 



/ô 
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Mais 

sin.'y df ^ —dig.y kal.(A,c,ç>) 

(1— c'sin.^Asin.»y)A(y) "^ c'sin.^A c'sin.'A 

par conséquent 

(7j. . s=eps.Adig.f -t- cot.A A (a) [dig.^ — kal.(A,c,ç>)] ; 

résultat auquel il faudra ajouter une constante arbitraire. 

Pour la déterminer , nous remarquerons que, puisque eps.^ de- 
vieMt — eps.y quand f devient — ^ , il s'ensuit que Tintcgrale 



T(,>=/^ 



reste la même quand on change le signe de t^ ; d'où l'on conclut 
que T(f) est une fonction paire de f (*). Or si Ton fait, pour un in- 
stant, f = o, ona/*=A,y= — A, et l'équation (7) se réduit à 

T(A) — T(~~A) 

^ = const.: 

ce qui prouve que la constante est nulle. 

§ 68. Avant de rechercher les propriétés de la fonction T, nous 
allons en donner une représentation géométrique , qui découle im- 
médiatement de l'expression de sa différentielle. 

Soient OA, OB (fig. 6), les demi-axes de la fausse ellipse, et Oa, 
Ob, ceux de l'ellipse génératrice (§ 16). Du centre 0, menons^un 
nombre indéfini de rayons vecteurs Or , Or', Or", etc. : aux points 
r, r', r", etc., élevons les droites rp, r'p% r"fî\ etc., perpendicu- 
laires au plan de la fausse ellipse, que nous supposerons horizontal ^ 
et déterminons les points j9, j»'^ fi"j etc., par les conditions 

r j9 := arc d'ellipse correspondant à l'amplitude BOr, 

r' j»' = arc d'ellipse correspondant à l'amplitude BOr', 

/y = arc d'ellipse correspondant à Tamplitude BOr", 
etc. 

(*) On appelle fonction paire ^ celle qui, étant développée^ ne contiendrait que 
des puissances paires de la variable^ 
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Ces potnU formeront une espèce d*hélice , dont la courbure variera 
continuellement depuis B jusqu'à D, où DE est égale à la demi- 
ellipse bad. Mais à partir de D, la courbe recommencera à s'élever 
par les mêmes degrés qu'en B , parce que l'ordonnée verticale MF 
d*un point quelconque M , se composera d'une demi-ellipse , plus 
Tare d'ellipse correspondant à l'amplitude FOE := BOr. Prenons sur 
l'axe vertical OH les longueurs Oq, Oq', Oq", etc.^ égales à 
rp^ r'p\ r^'p'\ etc., et menons les droites pq, p'q', p'Y'> etc. : leur 
ensemble constituera un héliçoîde à base de fausse ellipse, qui jouira 
de la propriété suivante : Si l'on appelle f l'angle quelconque BOr, 
le solide , intercepté entre le plan vertical Oqpr, le secteur horizontal 
BOr et les deux surfaces courbes hOqp et Bpr, aura pour valeur la 
transcendante T(c, if), prise entre les limites f>==o et fssshOr^ 

Il résulte de la remarque que nous avons faite tout à l'heure , sur 
la variation de courbure de l'hélice, que la fonction T ne devient 
complète que quand on a ^s=r. Pour trouver sa valeur dans cette 
hypothèse , examinons la figure 7 qui répète à peu près la Ggure pré- 
cédente , les mêmes lettres désignant les mêmes points. La fonction 
complète T(t) sera représentée par le solide compris entre : 1® la base 
BAE ; â» les deux portions de surface cylindrique EDCAE et BGAB; 
3<> le plan D£OI; 4» rhéliçoide OBCDIGO (fig. 6). On aura donc, en 
renfermant entre deux crochets la désignation des surfaces qui li- 
mitent chaque solide (A^* 7), ^ 

r(T)= . 

vol.[OBA, BCA, CGOA, 0BC60] 
^H-vol.[KGC, EOA, KEOG, GOAC, AEKC] 
H-vol.[KGC, DKGI, DKC, GCDIG]. 

Dénotons, pour abréger, par V, V, Y" les trois volumes précé- 
dents, et par S et S" les volumes 

[OBA, GNC, NBOG,GCAO, NBAC], 
[KGC, DIL, DKGI, IGCL, LCKD], 

il est évident que 

S=S''=:V' = D{c)E(c). 
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Remarquons , maintenant^ que le volume égal à l'excès de S'^Sur V'^ 
est précisément égal à celui que nous ayons appelé Y, car si l'on ap- 
pliquait DIL sur OBA , la courbe DG se confondrait avec BG. Mais 

T(t) s= V +• V -f. S" — (S" — V") : 

par conséquent^ en remplaçant S" — V" par sa valeur V , et V -4- S" 
par sa valeur 2D (c) E(c), il vient 

T(t) = 2D(c)E(c). 

§ 64. Dans un mémoire publié en 1886 (Journal de M. Crelle ^ 
tome 15), M. Jacobi a fait connaître une propriété dont jouissent les 
fonctions T, qui est tout à fait analogue à celle que nous avons dé- 
montrée au § 32 , pour les fonctions elliptiques de la seconde espèce. 
Voici à peu près son analyse , dans laquelle nous avons remplacé la 
fonction a qu'il considère , par la fonction T son logarithme , aGn 
de ne pas multiplier les transcendantes sans nécessité. 

Nous avons vu aux §§ 32 et 54 , que plusieurs formules relatives 
aux epsilon et aux kappa , prennent une forme qui met en évidence 
la propriété qu'elles expriment, quand on regarde ces transcendantes 
comme des fonctions du digamma de même module et de même am- 
plitude. Gomme il en est de même pour les fonctions T, nous suivrons 
la notation adoptée dans les paragraphes précités. Ghangeons p elq 
en p + r et 9 -i- r dans la formule (12) du § 32 : il viendra 

(8) . . eps.amp.(p-4-r)-+-eps.amp.(ç-f-r)— eps.amp.(p-»-g-4-2r) 
==c'sin .amp. (p-4- r)sin.amp. (ç -4- r)sin.amp. (p-4- g-4-2r). 

Ghangeons dans celle-ci p en zéro et 9 en jd + 9 : nous obtiendrons 

(9). . . eps.amp.r-i-eps.amp.(p-+-gf-*-r) — eps.amp.(jî-+-gH-2r) 
=c'sin.amp.(r)sin.amp.(p-»-ç-4-r)sin.amp.(p-»-ç-4-2r). 

Retranchons l'une de l'autre les équations (8) çt (9) : nous aurons , 
en faisant usage de la formule (/*) du § 24 , 

(10). eps.amp.(/>4-r)4-eps.amp.(5-f-r)— eps.amp.r— eps.amp.(/H-g-+r) 
=c'*sin.amp.(p4-g-f-2r)sin.amp.(/))sin.amp.(^) 
X[l~c'sin.amp.(r)sin,amp.(jtH-r)sin.amp.(g4-r)sin.amp.(|hf-^4-r)]. 
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Observons qu'on déduit de cette même formule (/*) , 
[1 — c'8În.amp.(r)sin.amp,(p-*-r)sin.amp.(g-*-r)sin.amp.(p-f-g+r)] 
X [1 -»-c'8m.amp.(p) sin.amp.(9)sîn .amp .(r)sin.amp.(j9 -f- q-¥- r)"] 
s=l— c'sin.*amp.(r)sin.'àmp.(p-t-ç+r) : 

par conséquent 

ep8.amp.(p-4-r)+eps.amp.(^-+-r)-eps.amp.{r)— ep8.amp.(p4'j-*-r)ss: 

«•sin. ainp.(p)sin. amp.(g)sm.amp,(p+g+2r)[l — c*sin**amp.(r) sin.*amp.(f>+g4 -y)] 
l-4-c^sin.amp.(jp)sin.amp.(g)sin.amp.(r)sin.ainp.(p4-9+^) 

Mais si l'on change simultanément p en zéro elqenp-^q dans Yé^ 
quation (là) du § â4 , on en déduit 

[sin.amp.(/>+9-t-âr)][l — c*8in.'*amp,(r)sin,'amp.(p+g-4-r)] 

(/[sin.amp.(r)sin.amp.(p-4-9+r)] 
== ^ • 

il vient donc, en substituant, 

eps.amp.(p-i-r)-*-eps.amp.(^+r)— eps.amp.(r)— eps.amp.(p-f-gn-r)= 

c?.Iog.ri+c''siD.amp.(j9]sin.amp.(9)sin.amp.(r)sîn.amp.(p+9+r)3 

— *^_^ , •- • ' ■ .II.. » . . ■ ,. . I ,^ ,. • 

dr . ' 

d'oii Ton tire , en intégrant, 

Tamp.(p-4-r)-»-Tamp.(^H-f) — Tamp,(r) — Tamp.(p-i-g'+r)-f-const.= 
log.[l+c^sin.amp.(p)sin.amp.(g)sin.amp.(r)sin.amp.(p+g-f-r)]. 

Pour déterminer la constante, nous ferons r==o dans les deui^ 
membres ; ce qui nous donnera 

ï amp.jp H- ï amp.j — Tamp.(p-4-3) -i-const. ^'^^ » 

et finalement 

(11) Tamp,(p-4-^)-+-Tamp.(p-4-r)H-Tamp.(g^r) 

— [Tamp.jty-f'Tamp.5-f.Tamp.r-i-Tamp«(p-4-î-*-r)] 
==log,[l-fc'sin.amp./isin.amp.(gfsin.amp.rsin.amp.(p-*-g-*-r)]» 

8 
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SiTon fait 4= — r, commeron a en général Tamp.(—â;)=s=:Tamp.jr, 
la formule précédente devient 

(12). . . 2(ïamp.jo-4-Tamp.gf)=Tamp.(jo-f-ç)-4-Tamp.(p— gf) 

— log.(l — c^'sin.'amp.p sin.^amp.g). 

Mais si Ton change A en <^ dans les formules (1), (2) et (7), on aura en 
posant , comme de coutume , psssdig. f, q = dig. </> , 

Tamp.(p-f^)— Tamp.(p— g)— 2p(eps.amp.5-«-cot.amp.5 Aamp.^ ) ) 
+ 2cot.amp.9Aamp.9kal.(amp.9,c, amp.p) ) 

Cette équation, combinée avec la précédente, donnera la formule 
fondamentale 

fTamp.p-4-Tamp.9— Tamp.(p-l-9)=cot.ainp.gAamp.9kaI.(amp.9^c^amp.p) 
— p(eps.amp . g-f-cot .amp.g A amp .9) 
— ^iog.(l— cVm.'amp.psin.'amp.g). 

La composition du premier membre étant telle qu'on peut y permuter 
p et 9, on peut faire la même chose dans le second ; ce qui donne im- 
médiatement la formule (f) du § 58 , relative à la permutation de 
Famplilude et de Tangle du paramètre dans les kappa logarithmiques. 
Et comme , à Faide d'une transformation imaginaire , on peut dé- 
duire de la formule (/*) , la formule (e) relative aux kappa circulaires, 
il s'ensuit que nous eussions pu tirer de notre formule , la plupart 
des résultats mentionnés au chapitre YI. 

§65. Si Ton prend ç=D, et que l'on change en même temps 
p en — p dans la formule (IB) , on obtient 

(14). Tamp.p -♦- Tamp.D — Tamp.(D — p) =pE — log. A amp.p. 

Soitp=D, et l'on a 

Tamp. D = iDE — ilog. fc .• 

et si p = 2D , il vient 

Tamp.(2D)=:2DE=T(T); 

résultat déjà trouvé par la géométrie (§63). 

Si Ton change p en 2D — p dans l'équation (14), on trouve, en 
observant que sin. amp. (^D — p )=sin. amp.p, 

Tamp.(2D -p) ■+- Tamp.D—- Tamp.(D—p)=(2D—p)E — log.Aamp.p. 
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EJloiinant log. Aamp.j9 entre cette équation et Tëquâtion (14), il 
reste 

(16) Tamp.(2D— />) — Tamp.p=2E(D— p); 

formule que Ton peut également écrire sous la forme 

(16) Tî)=T(t— y)— aE(D — dig.y). 

Cette équation fera connaître la fonction T f depuis |t jusqu'à r, 
en la supposant connue depuis f=Oj jusqu'à ^ = ^7. Or, il n'y 
aura jamais lieu à passer la limiter, quand on appliquera la for- 
mule (7) au calcul de la transcendante kal.(A,c^^). En effet, les 

amplitudes f et X étant comprises entre o et 2 9 l'amplitude fi du di- 
gamma égal à la somme dig. f -4- dig. A, ne pourra jamais dépasser t. 
Soit donc ^s=^ 7 + <f , et la formule précédente deviendra 

T(iîrH- cf) = T(iîr — <f) -f-2E[D — dig.(iT— J)]. 

Si l'on change le signe de f dans la formule (16) on pourra , des 
deux équations, tirer les formules suivantes : 

T(îr-4-f)^— T(t — y)=-4Edig.y, 

T(t -f- f») -*-T(t — y)=2T^ -»- 2Tt. 

Dans cette dernière , faisons successivement 7=^7, ^, | r, âr^ etc., 
et nous aurons, en ayant égard aux résultats déjà trouvés, 

ï|T = iDE— ilog.fc, ïT = 2DE, 

ï|:T = ïiT -4- 2ïT, ï2;r= 4ïT, 

Yjîr = Yiîr -H 12Yt, ï4T=16rT, 

T|T=:Ï5îr -f-20ïT, ï5t = 25ït, 
etc. etc. 

Il s'ensuit que n étant un nombre entier , on aura généralement 
Si l'on imagine donc une parabole , représentée par l'équation 

ÏT 



( 116 ) 

et une courbe dont les abscisses soient f et les ordonnées Tf , c'est-à- 
dire dans laquelle on ait simultanément 

chaque fois que l'abscisse ûh de cette courbe deviendra un multiple 
entier n, de 7 , son ordonnée sera égale à celle de la parabole , 
tandis qu'elle la surpassera de la quantité constante i log.|, dans 
tous les points où l'on aura â7 = (n-f-i)T. 

S 66. Si l'on prend g=/> dans la formule (12) , on a l'équation 

(17) . . Tamp.(âj9)s=34Tamp.j9-f-log.(l — c'sin.^amp.p} : 

en la combinant avec les formules qui servent à la duplication et à la 
bissection des digamma , et qui sont (§ 20} 

tang.|amp.(2p)=s3 Aamp.ptang.amp.p, 

. . sin.^amp.p 

sin.amp.(ljD) b=: ^ — , 

|^i-+-iAamp./i 

on voit qu'il sera facile d'assigner l'upsilon qui répond, soit à 2"/>^ 
soit à ^* Ainsi, par des bissections répétées du digamma, on pourra 
faire dépendre un upsilon proposé, d'un autre upsilon aussi petit 
que l'on voudra. 

Nous avons vu au § 8S , la formule 

(18). . . . eps.amp./i=p— y^-*--y^-^ etc: 

en multipliant les deux membres par <2p , et en intégrant , il vient 

«» cY (c*-+.c*)p« 

(19). . . . Tamp.o=:4---— --4-T •+- \ n. J^ etc. 

' *^^ 1.2 1.3.4 1.8.Ô.6 

L'exactitude de cette formule dépend de celle delà formule (18) : or, 
lorsque c = l, on a eps. amp.p=s:sîn. y, c(p==^^;^, et,parconsé- 
quent, 1 amp.p=: — log.cos. y; ce qui permet de vérifier aisément 
jusqu'à quelle limite la formule (19) est applicable. 

Dans le cas 011 l'on voudrait calculer des tables d'upsilon , il ne 
serait nécessaire d'employer la formule (19), que depuis /7=:o jus- 
qu'à p = i D. En effet; la formule (14) donne, en remplaçant Tamp. D 
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par sa valeur i DE — i log.6 , 

Tamp.(D--p)==ïamp.|iH-E(iD-p) + log/^^^ j ; 

équation par laquelle ou fait dépendre Fupsilon d'un digamma pro- 
posé, de celui du digamma complémentaire. 

§ 67. Si l'on îait qsssp dans la formule (IS), il vient 

âramp.p — Tamp.(2p)=cot.amp./7 Aamp.j9kal.(amp./>9 c,amp.j9) 
— Keps.amp./i-»-cot.amp./?Aamp./i) — iIog.(l — c* sin>amp.j9) : 

combinant ce résultat avec l'équation (17), et remplaçant p par sa 
valeur dig.j; , on obtient 

Tf s=:idig.7[eps.f) -4- COt.f a(^)] 

— ilog.(l — c'sin.^y) — icot.fA(^)kal.(f,c,f>); 

expression dans laquelle il faut observer que la fonction kal.(o^c^ f) 
représente l'intégrale définie 



f, 



de 



(1 — c'sin.'*ysin.^3)A(c,ô) 



Nous avons vu au § 68 , que la fonction kal,( f , c, 0) peut se ré* 
duire à des fonctions d'une espèce inférieure , si l'angle f du para- 
mètre est tel que dig.f =AD (c) , tétant une fraction rationnelle 
quelconque , ou un nombre fractionnaire. Par conséquent , il en sera 
de même de l'intégrale déûnie qui précède , et par suite de la trans- 
cendante ï^. On peut donc énoncer la propriété suivante : La trans- 
cendante Tf peut se réduire à des fonctions des deux premières espèces^ 
chaque fois que son amplitude est telle, qtte f= amp,(kD)^ k étant 
une fraction rationnelle quelconque , ou un nombre fractionnaire, 

§ 68. On pourrait croire, au premier abord, que la transforma- 
tion imaginaire de sin.y en \/ — 1 tang./ , au moyen de laquelle on 
change les kappa logarithmiques en kappa circulaires (§42), servirait 
h exprimer ces derniers en fonction de la transcendante T , en pro- 
fitant de l'équation (7), qui lie cette transcendante aux kappa 
logarithmiques. L'analyse suivante fera voir l'erreur de cette suppo- 
sition, et indiquera en même temps, l'obstacle qui s'oppose à la réduc- 
tion dont il s'agit. 
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Soient les équations 
.^o) H>g-A*=ciig.î'-^dig.A, 

( dig.v==dîg.y — dîg.A, 
et , par conséquent , 

eps.y -♦- eps.A-^eps./tfs c' sin.ç) sîn.A sin./t« , 
eps.v -4- eps.A — eps.y = c* sin.^ sin.A sin.y , 

(21). . âeps.A+ eps.v — eps.A£=c''sin.f>sîn.A(sîn./tc -+- sin.v). 
Faisons sin. A =1/ — 1 tang. A' ; d'où 

(22). . eps.A =|/IIT[dig.(i&,A')-.ep8.(i&,A')-t-A(i&,A')tang.A']. 
Si A est constant , il résulte des équations (20) que 

d/jL df du df 

et l'équation (21) deviendra, en multipliant chacun de ses termes , 
soit par ~^, soit par l'un de ses équivalents , 

/AA\ A ^f ^^ du sin.çc^9 
(28).2eps.A— H-eps.v-- eps.iK~l-=c'sin.A(8in.A«-+-sîn.ï/) ^-^. 

En vertu des équations (20) , on a 

Îf^) sin.f>cos.AA(A)±sin.Acos.y A(y) 
v) 1 — c'^sin.'fsin.'^A 

Ifi) cos.^cos.A qp sin.f sin.A A(f ) a(a) 

COS. \ > sn " ■■—■■ ■ . - ■■ j 

( V) l — c^sin,=*fsin.'A 

OU, en remplaçant sin.A par sa valeur |/^^ tang. a', 

A«) sin.^ A(i&,A') ij/ — 1 cos.^A(c,7)$in.A'cos.A' 



(M), 



""•KH 



sm, 

COS.* A' H- c'sin.'A' sin.* y 

cos.ycosA'ipl/— l8in.^A(c,^)sin.A'A(i&,A') 

cos< 






d'où 



sin.^ + sin.v = 



C08.*A' -*- c*sin.*A' sin.*y 
2sin.rA(i&,A') 



cos.*A'-*-c*8in.*A'sin.*f 
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Reportant cette valeur, et celle de eps. A donnée par la formule (22), 
dans l'équation (2S), et désignant, pour abréger, par A' le polynôme 
qui multipliera \/ — 1 dans le premier membre , après ces substi- 
tutions y il viendra 

. do dv dfjL 

2|/— 1 A' ~-4- eps.v -— — eps.A* -7-7 = 

^ sin.'ç) df 

2cV— Itang.VA(^A') ^, , .,,, . , ' -7- 

® ^ cos.^A H-c'sm.'X sin.'y a 

2c'|/~sin.X' A(i&,A') sin.'y rf^ 

~ cos.^A' 1 H-cHang.^A'sin.'y A 

intégrant des deux parts et divisant par S |/ — 1 , on a 

(«) (i^)^= 

c'sin.A'A(fc,A') /* sin.'^ cï^) 

-_ 1 -f --: A aig.9. 

cos.^A' J l-t-c'tang.'A'sm.'ç> A 

Il est aisé de voir que la fonction soumise au signey , est réduc- 
tible aux kappa circulaires , au moyen de la formule (a) du § 8. La 
difficulté consiste donc à substituer au système des équations (24) 
et (25) , qui contiennent des imaginaires , un autre système d'équa- 
tions entre des quantités réelles. 

Il est à remarquer que les sinus et les cosinus des amplitudes fi et v, 
peuvent s'obtenir sous une forme réelle. Pour nous en convaincre , 
cherchons la valeur du binôme cos./tt -+- v — 1 sin.^u : nous trouve- 
rons, par les formules (24), 

(cos./tt -f- V^ — 1 sin./t) (cos.'a' -♦- c'sin.'A'sin'^?) == 
. co8.ycos.A'[l— sin.A' A(c,y)] -♦- |/~sin.yA (fc,A')[I— sin.A'A(c,y)3. 

En observant que 

cos.'A' -♦- c'sin.'A' sin.'y = 1— sin.'A' A"(c,^) 
= [1 -^ sin.A'A (c,<fj] [1— sin.A' a(c, ^)] 

on obtiendra, par la suppression du facteur 1 — sin.A'A (c, ç)),com- 
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mnn aux deux membres de Féquation précédente , 

. y — - , cos.A'cos.o -♦- \^ — 1 sin.oA (i&,AO 

C08./K -♦- K — 1 wn./K = ' , . r ; 

1 -f-sm.A a(c, f) 

d*où l'on conclurait y en considérant cos./u et sin./u comme des quan- 
tités réelles , mais d'une grandeur quelconque , 

cos.x'cos.^ .■ sin«Qf>Â(i&,X') 

COS./tc = ' : — --; — r 5 sm./K = 



1 -*- 6in.^'A(c,f) 1 -*- sin.x' ^(c,^) 

Si l'on fait la somme des carrés de ce sinus et de ce cosinus, on 

trouvera 

. , , 1— sin.A'A(c,y) 

sm« /x •+• cos.'^ 5=- — ^: 

1 -i-sm.A'A(c,f) 

quantité qui devient égale à l'unité, dans Thypothôse de A'=o; mais 
alors il n'y a plus de kappa. 

Nous reviendrons sur ce sujet au chapitre XIII. 
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CHAPITRE VIII. 



Développement des fonctions elliptiques en séries. 



§ 69. Les fonctions elliptiques sont susceptibles d'être développées 
en séries très-convergentes , dont tous les termes sont des fonctions 
connues de Famplitude. L'utilité des développements de cette espèce, 
pour la solution d'une foule de problèmes d'analyse appliquée à la 
physique et à la mécanique, nous a engagé à faire sur cet sujet des 
recherches nouvelles , dont nous allons exposer les résultats (*)• 

Développements des digamma. Si l'on fait sin*ft=s dans l'équation 

ceUe-ci devient 

dx 



f-^^ 

•/ |/l-.^> 



|/l~c^ir* 



= dig.f« 



En développant pf^^îp ^^ série, dig.f» devient égal à une suite 
d'intégrales de la forme / |^ - , qui se rapportent , par conséquent, 
aux différentielles binômes. Si Ton effectue les calculs , et que Ton 



n Les séries qui procèdent suivant les sinus ou les cosinus d*arcs multiples, 
ont été trouvées par Legendre, ainsi que les séries (6) et (11). Le dévelopifement 
de Tare d^ellipse est donné par plusieurs auteurs. 
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désigne par A , l*arc dont le sinus est x , il viendra 

dig.'^=A 

1.2 2^ L U 2.4 / 2.4 J 

r /l 1.5 1.3.5 \ .- 1.3.5 1 

L \6 4.6 2.4.6 r 2.4.6 J 

1 1.3.5.7 r /l , 1.7 , 1.5.7 , 1.3.5.7 \,/ 1.8.5.7.1 

1.2.8.4 24 L \8 6.8 4.6.8 2.4.6.8 j 2.4.6.8 J 



1 1.8.5 
"*" 1.2.8 23 


1 1.3.5.7 

-• r 



etc. ; 



d'où l'on tirera, en mettant à la place de A, de x et de \^\ — x"" , leurs 
valeurs ^ , sin.^ et cos.^ , 

/ V r.8^ , 1».3'.5^ , \ 

(1; . . dlg.o=3o 1 H--— c'-4-_ c*-t- --c^-t-etc. I 

rl.l 1.8 /l . 8 \ 

— Sin.oCOS.o — c' + rr-rC^[ T SiO.^ÇH-T-^r 1 

^ ^12.2 2.4 \ 4 ^ 4.2/ 



.8.5 Jl . , S . , 5.8 \ 

i.4.6 \6 ^6.4 ^ 6.4.2/ 



1.3.5.7 ,/l . , 7 . , 7.5 . , 7.5.8 \ 

2.4.6.8 \8 ^ 8.6 ^ 8.6.4 ^ tt.6.4.2/ 

• 

-+- etc 

ce qui donne simplement , dans le cas du digamma complet , 

(2). . D(c) = - 1-4- — c^-f-r c*-*-r— 7— r-c6.+-etc. . 

V y ^ '^ 2 \ V 2^4" 2\4\6^ / 

Si le module c est très-voisin de Tunité^ on obtient une série plus 
convergente , en développant suivant les puissances de h. Soit donc 
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sin.^ = 07 : on peut écrire 



/^ ax 

dig.s> = / — ■ • 



^1 



Si Ton développe en série le polynôme [1-4- 6* j?'{1 — j?') ] *, on 
aura à traiter une suite d'intégrales de la forme 



/ 



"'{y-'')-pdw= — ^ — i L_^/_ — \ — i , 



qui dépendront toutes de 



î ? = 4 1^&- 1 7^ =log.tang. 450 + i^). 

1 — X \\ SlU.y / 

opérant comme dans le cas qui précède , et réunissant les termes qui 

j3^, il viendra , toute réduction 
faite , 

(3). dig.p=log.tang.(48«+iy) (1 +i^*'+ij^ 64+ll£^j6+elc. j 

-s-i^Lâ-i*'*"'s-'^-i:i* l**'"^- ^-Jâ ^"8-'? j 

ï-8'S.«/l « 8 .8.8 \ 

■*■ 1:4:6 * le t-g-^ -57»«"S.*f + êXâ *^°8- ' ) 



— etc. 



] 



La convergence de cette série n'est assurée que pour autant que 
ibtang. ^ est moindre que l'unité. Si cette condition ne se trouve 
point remplie, on se servira de la même formule pour calculer le di- 
gamma complémentaire dont [amplitude ^ est donnée par Téqua* 
tion 1 =i&tang.f> tang.^ , tang.<^ étant toujours une fraction dans 
ce cas. ]1 ne s'agit plus maintenant, que d'obtenir en fonctions 
de 6, la valeur de la fonction complète D, égale à la somme des deux 
digamma. 
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S 70. Si Ton différenlie par rapport à 6 la fonction 



. t/ |/ cos.'©-4-6'*8in. 



f 
on trouve 



db 
mais d'après le § 48 , on a 



J a8 ~cAJ'^jT^r 



f 



dm 1 c' SÎn.oCOS.o 



d'où 

(l.dî^.(p jb 1 1 sin.çcos.p 

db e ^ ^ bc^ ^ ^ b A ' 

et comme le terme î ^^':5 disparaît quand ,^=90% on tire de 
cette équation 

E=i&»D — i&(l— 5')— ; 

db 

ce qui donne , en diffërentiant , 

«^ , ^ ^ d^\i dh 

rfi& rf^ ^ ' db^ db^ ^ 

Mais l'on a aussi 






■E) {§ U) : 



éliminant E et ^ entre les trois équations précédentes^ il vient fina- 
lement 

C'est là l'équation difierentielle dont dépend ^intégrale définie 



/, 



2 



|/cos.^^-+-i&^sin.'^ 



= D. 
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Ed considérant cette intégrale comme une fonction du module e ^ 
on obtient pareillement 

rf'D 1 — 8c' rfD 

équation semblable h la préecdente. Il faut remarquer que la forme 
de ces équations est telle, que si y est une intégrale particulière de 
Tune d'elles , Cy en sera une autre , € étant une constante arbitraire. 
L'équation (5) établit une relation entre D(c) et le module c , qui 
doit subsister également entre D{b) et le module b, Oaa donc aussi 

d^D(b] 1—85* dD(b) 

comparant ce résultat à l'équation (4), on voit $ur-le-<îbamp que 
cette équation, qui a pour intégrale D(c)^ doit aussi admettre pour 
intégrale D(5). 

Il sera démontré au § 88 , que si b est assez petit pour qu'on né- 
glige ses puissances supérieures à la première , D(o) a pour valeur 
approchée log. ^ Soit donc posé 



D{c)=Plog.(Jj+Q, 



P et Q étant des suites ordonnées suivant les puissances de b^: si l'on 
substitue cette valeur dans l'équation (4), on trouvera que l'équation 
pour déterminer P , est absolument semblable à celle qui détermine 
D ; d'oiî il suit que P pourra être représentée par une intégrale parti- 
culière de l'équation (4) , multipliée par une constante indéterminée. 
En prenant pour cette intégrale D(b) , dont la valeur donnée par l'é- 
quation (2) est 

- 'z — : — :r " -*- ^^c. , 
2\4\6' /' 



D(6)_ 


i(-F'- 


VA' 


on aura , par 


conséquent , 




DM— 1 


n.îfi^i: 





et, puisque cette série doit avoir pour premier terme log. *^, auquel 
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elle doit $e réduire quand on néglige les puissances de b^^ il est évi- 
dent qu'il faut prendre C=-; d'où 

P = l + ;^ ^' -+■ ;:7Tr ** -^ s— TTTT -^^ -<- etc- 

Désignant par m\ m'\ ni!'\ etc., les coefficients des puissances suc- 
cessives de 6' dans celte série , en sorte qu*on ait 

P= 1 -+. m! h" H- w!'h'^ -+- fn"'lfi + etc. , 
nous supposerons 

D{c) = (1 -f. m'h" -t- w"M -t- m'"i&6 ^ etc)log. - 

— tn'A'i&' — w"A"i&* — w"'A'"A«— etc. : 

substituant cette valeur dans l'équation (4), on aura^ pour déterminer 
les nouveaux coefficients A', A'', etc., l'équation suivante, dont les 
termes suivent une loi très-simple , 



0=2 
— 2WA' 



-8m" 
-4«m"A" 



— lâm'" 
— 6*m'"A'" 
-f- 5«»»"A" 



6« H-I4m'" 

— 8»m»^A»v 
-f- 7*m"'A'" 



Observant ensuite qu'on a 



6«-f-18m'^ 
— 20m^ 
— 10*f»vAv 
-*- 9*mivA»v 



6*-*- etc. 

— etc. 

— etc. 
H- etc. 



W 



t/» 



// 



1 



m. 



m 



r/' 



2'.4^ 4" 
1\8\5^ 5^ 



2^4^6=' 6 



m 



// 



etc., 
on trouve successivement 

A' =1, 



A" =1 -h — ' 
3.4 



A'"=l -4- 



A'V = 1 -4- 



2 



2 



3.4 5.6 
2 2 



2 



;.4 5.6 7.8 



etc. 
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de sorte qu'on a , en général , 

2 



A(«) = AC^-i) 



(2rt— 1)2» 
et que la valeur complète de D(c) se développe ainsi 

4 1 / 4 \ 



(6). 



.4' \ ^ b 8.4/ 

P.g\5\ /, 4 , 2 2\ 
2^4\6^ l ^ 3.4 5.0; 

P.3\5\7\ /. 4,2 2 2\ 

2^4^6^8^ \ -^ 8.4 b.6 7.8/ 

•+■ etc. 

Les coefficients A', A", A'", etc., suivant une marche croissante , on 
pourrait craindre de tomber sur un coefficient AC"), assez considé- 
rable pour rendre divergente la série ci-dessus, à partir du terme 
correspondant à ki") , Pour nous rassurer à cet égard , cherchons ce 
que devient Ai") lorsque n est infini, ou, en d'autres termes, sommons 
la série 

2 2 2 2 

1 H 1 1 \ 1- etc. , 

8.4 6.6 7.8 9.10 

dont la valeur sera , par conséquent , la limite supérieure des coeffi- 
cients dont il s'agit. Considérons , à cet effet , la suite 

2:r' ^x* 2s« 
1.2 8.4 5.6 

qui peut être mise sous la forme 

Ca?3 x^ x"* \ 

X -4- - ^-^^y-^-etcl 

6 A.8 



/ X'^ X^ X^ \ 



i> 



c. 
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On aura , par la sommation de ces suites , 

faisant ar= 1 , on trouvera tt==2log. 2 = 1.S86, pour valeur de la 
série cherchée. 

§ 71. Pour développer dig.^ suivant les sinus des multiples de 
l'amplitude , on commencera par faire 

(7) . . . . — =A — ^2A,cos 2î>-*-4A3Cos.45»— 6A3Cos.6j>-f-etc., 

puis , ayant déterminé A, A,, A,, A3, etc., on multipliera les deux 
membres parcl^ et Ton trouvera, en intégrant, 

dig.|)e=3Af> — AjSin.â^ + A,sin.4f — A3$in.6^ + etc. 
Posons donc 

1+6 21/— 1 

on aura 

('l+c,^ ~5 

d'où 

et, si l'on représente par P et Q les développements des binômes 

( I H-c/'^»/-')- 1 et (1 +efi-^-^^~') -i, 
c'est-à-dire , si Ton fait 

Q=l_ ic,e-''^-^ ^hl, ^e-'^^'-l^c »e-«^^-.- ete 
on aura 

-=(l-+.c,)PQ. 
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Tout se réduit donc à multiplier entre elles les deux séries pré- 
cédentes , pour former le terme constant et ceux qui contienaent 
cos.â^? , cos.4 f , cos«6f , etc. .On trouvera ainsi , pour les ooef« 
fîcients cherchés, les valeurs suivantes, dont la loi est facile à 
saisir : 

»_(,«.,[,.(I)v.(H)v.Qv.«..]. 

1-4-crl 1 1.8 ^ 1.8 1.8.5 n 

l-4-crl.8 1 1.8.5 ^ 1.3 1.8.5 7 n 

^ l-*-crl.8.5 , 1 1.8.5.7 ^ 1.8 1.8.5.7.9 T 

l-f.crl.8.5.7 , 11.8.5,7.9 , 1.8 1.8.5.7.9.11 n 

A/= 1 c *H c,^-+- — • c ®-+-etc. I. 

^ 4 12.4.6.8' 2 2.4.6.8.10' 2.4 2.4.6.8.10.12' J 



etc. 



On voit par là que la suite A, A. j 2A3, 8A3 , 4A^ , etc., décroit con- 
tinuellement , de manière que le rapport d'un terme au précédent ap- 
proche de plus en plus de la limite c,j le décroissement étant plus 
rapide dans le commencement de la suite. On voit aussi qu'en appe- 
lant N le coefficient '. ' ' ' ' — , la valeur du coefficient A„ sera 

2.4.6. . . . 2« ' 

toujours comprise entre 



1 -4- c, ^, 1 -4- c. Ne," 

-Nc,% et 



n 



n .i/1-.c/ 



L'usage des séries précédentes sera d'autant plus avantageux 
que c, sera plus petit; mais si c, est trop grand pour que ces 
suites aient une convergence rapide , on multipliera successivement 
les deux membres de l'équation (7) par df^ c2'^cos.2^, (^^cos«4f>, 
etc., et prenant de part et d'autre l'intégrale depuis ^ssso^ jus- 
qu'à ^ssj r , on aura 

9 
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^=A.-— Aj / co8.2f). 2df H- A, / cos.49P.4d« — etc., 

T ;r ? ÎL 

/2 /^^ /^^ /^^ 

'■ — '-^ — =A / cos.2ç».dy— 2A, / cos.'2^.(l«,4-4A, / cos.^f»coi.Af,df — etc., 



o 



»2 y^2 /^2 /^2 

cos.A^p.df / / / , 

^=A / cos.4^.(2^— SA, # cos.2y.co8.4çj.dç)-f-4A, # cos. 4^. dy — etc. 



o 



L'intégration des seconds membres de ces équations, ne dépend 
que de la formule 

y'* , sin.(m-4-n)« sin.(m— -n)© 
cos.mo.cos.ns.tf9= ^^ h ^ ^, 
^ ^ ^ 2(m-4-n) 2(m — n) ' 

dans laquelle le terme "°'^^^"|^ s'évanouit entre les' limites o et^, 

tandis que le terme * 2(173^ ®^ présente sous la forme § , chaque 

fois que me^n, et a pour valeur vraie , entre les mêmes limites ? 2' f * 
On aura, par conséquent, 

/^2 y02 /^2 

A. 1= / il. A,. | = - / -^^^ 9A..|= / i£^, etc. 

Remarquons que le cosinus de 2m^ peut toujours s'exprimer par 
des puissances entières et positives de sin.^f : ainsi, chaque coeffi- 
cient peut se déterminer, en particulier, par une intégrale définie , 
et toutes ces intégrales ne dépendant que de fonctions de la forme 



/ 



■-„...,.. — .4. 



elles pourront s'exprimer par les fonctions complètes D et £^ qu'on sait 
évaluer, dans tous les cas , avec la précision nécessaire. 
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§ 79. Dêveloppemenis des epiiion* Pour ces fonctions , la formule 
analogue à l'équation (1) est 

(|s la ta ^a t 

1.8 Jl . . 8 . . 8.8 \ 
2,4.6 \6 ^ 6.4 ^ 6.4.2/ 

1.8.5 ^/l . . 7 . . 7.5 . , 7.5.8 \ 
1.4.6.8 \8 *^ 8.6 ^ 8.6.4 ^ 8.6.4.2/ 



-f- etc 1; 

d'oili Ton tire , pour l'epsilon complet , 

/|a ta 12 Oa % 

(9). . E=- l~--c'>~--r-8c^— ^ / ^ 5c«--etc,l, 
^ ^ 2 \ 2' 2'.4' 2\4».6' / 

Dans le cas 011 c est très-voisin de l'unité, on posera , comme pour les 
digamma , sin.f)=xE ^ ; d'où 

M^ / l>a ^a 



eps. 



/■ 



Développant le radical en série , on tombera sur des intégrales de la 
forme /i"» (1 — a?')-5P dw (§ 69) : remettant pour a? sa valeur sin.ç» , on 
trouvera finalement 

/la ta l^â^ \ 

1.8.B , '/l .7 .7.8 , 7.8.« , \ 

-5X0* is^'"»^''''- O''"*^.»? +â:ë:;tang.4y-g^^-^ang. ,J 



.2 
'''' • • • ] 



( 131 ) 

Cette formule n'est convergente, en général, que dans le cas 
de b tang. 9^ < l • Dapfi le cas contraire , on opérera d'une manière 
analogue à celle qui est indiquée au § 69, en se servant des 

équations 

• 

l=i&tang.^tang.<p, eps.^ + eps.i//s=£ ^-c^sin^f sin.^. 

La fonction complète £ se déduira de la formule (6) , au moyen de la 
relationE = i&'D — (5— 63)^^ démontrée au § 70, et l'on trou- 
vera 



/ 



E=l 



(11)- 



2 \ ^ b 1.2 / 

— .-Âe(log..-l~--_J 
.8'.8' 7/4 .2 2 1 \ 



\ 



2 
1\8'.8' 7 

P.â'.B%7=' 9 
2V4\6\F'ÏÔ 
etc. 



510 



\^^*i& 8.4 5.6 7.8 9.10/ 



Le développement des epsilon suivant les sinus des multiples de 
l'amplitude , s'obtenant de la même manière que pour les digamma , 
nous renverrons le lecteur au § précédent. 

§ 73. Développements des kappa circulaires normaux. Il faut dis- 
tinguer trois cas. La formule générale étant 



df 



kap.y =yi-^ 



**sin.'y)A * 



.—1 



k désignant A ib, a), on peut avoir 

Vketc tous deux très-petits. 

Dans cecas,nous développerons (1—A'sin." y)""* et (1— c'^sin.'y)"**, 
en deux séries que nous multiplierons l'une par l'autre. Après avoir 
ordonné d'après les puissances de sin.^^, nous multiplierons le tout 
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par df, et nous intégrerons. Faisant alors 

^ 2 2.4 2.4.6 ' 

,;, ,o l.« 1-3,, . 1.3.5, , 1.8.5.7 

2 -^ 2.4 2.4.6 2.4.6.8 ' 

A»^ = etc , 

nous obtiendrons la formule suivante : 

(12) kap.( — A',e,f)= * 

/ 1 1.8 , 1.8.5 , 1.8.5.7 \ 

^\ 2 2.4 2.4.6 2.4.6.8 / 

— sin.ycos.ç»! -A-4-A ^-sin.='f+— j + A ^-sin.*^^ — sin.>+ j^^^j 

-♦- A" -sin.*«-t-;;-7rSin.*oH-— -—-.sin.'© H-—--—-- -+- etc. 1. 
\8 ^ 8.6 ^ 8.6.4 ^ 8.6.4.2/ J 

2'» A Irès-graîîd , c très-petit. 

Par les formules du chapitre V , tout kappa circulaire peut être 
ramené à un antre kappa dont le paramètre est n=csin.O (§ 48). 
Pour opérer comme dans le-cas qui précède, il faudra multiplier 
(1 -H c sin.ô. sin.^'f») par ( 1 — c' sin'f )'"*rfy 9 puis intégrer. La for- 
mule relative h ce cas est , en posant 

1 

A=csin.9 c' , 

2 

A'=c'sin.'0 c^ sin.9 -h r^c^. 

2 2.4 

1 1.8 _ 1.8.5 , 

A"=c3sin.30 — -c*sin.^0-+---- c^sin.O — --_-c® 

2 2.4 2.4.6 ' 

1 , 1.8 _ 1.8.5 , . 1.8.5.7 . 

A'"=c*sin.*0 — - c5sin.30.H ---c6sin.'d ------ c'sin.ô-»- c», 

2 2.4 2.4.6 2.4.D.O 

Aïv=etc , 
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(13) kap.(csiii.6,c,^)=: 



f 



sm 



m.^cos.fl -A — A l-sin.'y-*- — -j 
\6 ^ 6.4 ^ 6.4.2/ 

]• 



— etc. 



On peut aussi développer la fonction proposée sans transforma- 
tion , mais la série est moins régulière que la précédente. Si l'on fait 
&' = 1 — *', on aura 

J^ap / j^a £j \_- / ? SE- / t . 

» 'i'/ y (cos.*y-+-A'»in.*y)A y co8.Xl-t-A'tang.'y)A* 

développant 

(lH-A=*tang.»y)""^ et (1— c'sin.^^pi, 

puis faisant sin.f =3 j; , il viendra , en intégrant, 

{U) kap.H*%c,y) = 

A — BA» ^ CA* — DA« -h etc. 

1111 
-*- s «' A, — -C A'B, H- - o»A*C,— -c^A^D, -♦- etc. 
2 ' 2 '2 2 



1-8 . 1-8 ., 1.8 ,._ 1.8 „^ 

1.8.8., 1.8.8., l«-8...^ 1.8.8 



• 



1.8.8. . . . n— 1 
2.4.6. . . . n 
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série dans laquelle on a employé les abréviatioas suivantes : 

/* dx 
f=tang.f, 



/^ a?''da? 1 tang.*î> 1 

^ (1—0?')» 3 sin.'f 8 

/^ s^dx 1 tang.5® 8 ^ 

;= / ^=-— 2-Jl B 

^ (l-a?')5 S gin .^ g 



/* a?®d!ir 1 tang.^f» 5 

(l_ar')* 7 8in.> 7 



C, 



P x'^dx _ 1 



? » 



tang.3^— ^A, , 



= - tang.5^— B, , 



/' x^dx _ 1 
5 — - 
(l-*')î 8 

/x^dx 1 



/• a^^rf* . \ , 8 . 8 
■^=sin. ^tang.^H — sm.^cos.^ ^^ 

g x^dx 1 . Q ^ â 

= / --= -sm.'ç». lang.*^ — -A^, 

/* a^^dx 1 . , - 7 
-- = -sin.'ftang.5^ B^, 



B4 



C 



/•o?»0(;o; 1 , 9 
-.=-sin.='^tang.'y- - 
(l-ir')f 7 ^ 7 



îc., 
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/» afidx , /S 1.8.8 . \ 1.8.8 
;=8m.*<ptang.<p+ -sm.ïfH sin.<p|cos.« », 

^==-sin.*î)tang. 



7 

3y — -Ag, 



9 

C6= / 5= - sin.*ç»tang.5y Bg , 

5 



/> ariorf^ 1 
== - sîn.^^taDg.' 

P x^^dx 1 11 
Dg= / 7=- sin.*ytang.''y 

y (•-*')' 7 7 



^6 5 



à 



A„= / > B etc. 



La formule (14) peut être divergente, si ^ n'est pas suffisamment 
petit. Dans ce cas , et en général dans tous ceux oiï une fonction de 
troisième espèce se développera en série ascendante , suivant les puis- 
sances de tang.^ , on commencera par ramener le kappa proposé à 
un autre kappa d'une amplitude moindre , au moyen de la formule 
du §58, 

-, 1 / nV^asin.«>cos.9 
kap.^ + kap.^ — K= — ^ arc / tang. = i 

Va \ 1-t-n A 

dans laquelle <//=amp. (D — dig. y). 

V* k^ic tous deux très-grands. 

Ayant remplacé K^ et c* par leurs valeurs 1 — A' et 1 — è'*, on aura 
à intégrer la dijQTérentielle 

df^ 



cos.3^(l -f. A'tang.*y)l/l -♦- fc'tang.*^ 

dans laquelle on remplacera (1 -f-A' tang."* ,> ) et (1 -4-1&- tang.^^ ) * 
par leurs développements en séries. On trouvera , pour résultat de 
Vintégration , 
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(15) kap.( — k^,Cff)=^ 

. ri 1 Jl ^ 1 1 1 \ 

■L2 cos.=*y \4 cos.\ 4 2 cos.'y/ 

/l sin.'y 8.1 1 8.1.1 1 \ 

\6 cos.^ç, gTÏ cos.-^y "*" 6.-4.2 cos.'f / 

/l sin.^y 5.1 sin.^y 5.8.1 1 5.8.1.1 1 

\8 cos.^y 8.6 cos.®^ 8.6.4 cos.^y 8,6.4.2 cos.'f 



:) 



etc, 



formule dans laquelle on a fait , pour abréger , 

1 

A=A'-f--6% 
2 

1 1.8 



} 



2 2.4 ' 

1 1 *^ 1 8 *) 

2 2.4 2.4.6 
etc. 

Elle peut devenir divergente, par les valeurs considérables que 
prennent les fonctions de ç> qui multiplient A, A', A", etc., lorsque f 
surpasse une certaine limite. Dans ce cas , on remplacera la fonction 
proposée kap. ( — A',c, y)=kac. (A, c, f), par la fonction kac. (y,i&,A), 
au moyen de la formule (e) du § 56. Ce nouveau kappa, ayant pour 
paramètre — Jt"= — (1 — c* sin.'^ ), et pour module 6, quantité très- 
petite dans le cas actuel , on pourra le calculer par la formule (12) , 
si l'amplitude <p est très-grande , et par la formule (18), si cette am- 
plitude est tellement petite , que le paramètre — *" soit voisin de 
Tunité négative. 

§74. Si Ton voulait développer la fonction générale 



P dû? 

kap,(n,c,î))=/y^ . , 

J {y -f-nsin.^y)A 
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suivant les sinus des multiples pairs de l*amplitude , il faudrait sup- 
poser 

kap.(n,c,ç>)!=M^ — M,sin.âf>+ M,sin.4f — M3 sin.639 + etc« , 
et Ton aurait pour^déterminer les coefficients M, M,, etc., Tidentité 

(16).— : ^— =M — 2M,cos.2ç>-t-4M,cos.4y-6M3Cos.6y-*-etc. 

(1 -4-nsin."y)A 

Si l'on fait ^ s=:^ t , on aura K (n^ c) :=:M. ^ t : ainsi le coefficient 
M est déterminé par la fonction complète K^ dont on connaît la va- 
leur en digamma et en epsilon (chap. VI). On pourrait , de même, 
déterminer M,, M,, etc., par la méthode suivie au *{ 71 pour les di- 
gamma , et Ton çbtiendrait , pour valeurs de ces coefficients , les in- 
tégrales suivantes ; prises depuis ^=:0 jusqu'à ^ = f t, 



— 2 /^ a^.cos.2 
T^ (1 -i-nsin.'yJA ' 

Tt/ (1 -4-nsin.*^)A 
^«y (1 -+- «sin.^y)A ' 



etc. 



Mais , quoique ces intégrales puissent être exprimées au moyen des 
fonctions de la première et de la seconde espèce , elles ne peuvent 
guère être utiles dans la pratique , à cause de leur complication tou- 
jours croissante , et parce qu'elles contiennent comme diviseurs , des 
puissances de plus en plus élevées du paramètre n qui peut être très- 
petit. Il faut donc avoir recours à d'autres moyens. 

Si l'on développe la fraction i.^2gcôs!8+<g« ' ^^ *^"* ascendante 
suivant les puissances de a, par la méthode des coefficients indéter- 
minés , on trouve 

1— a" 

=: l+2«COS.2;+2â('C0S.â2+Sa^COS.8jS. . . . »+SA'"COS.9ft;5 , 



1 — ^acos,z-\-a' 



comme il est aisé de le vérifier ; car si l'on multiplie cette série par 
le dénominateur 1 — 2 acos. » -*- «',on retrouve le numérateur 1 — «% 
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en obseryaDt que 

Scos.mjs. cos.«=cos.(w -♦- l)a -h cos.(w — l)z , 

quel que soit m. 

Faisons dans le développement qui précède , 



«=2y, «= — zznzz » co8.«=l — Ssin. f, 



et nous obtiendrons 
|/l-*-n 



1 + nsin.''ç> 



= 1 -H 2tf cos.Sf -f- 2a'cos.4f -4- 2a* cos.Oy -h etc< 



D'un autre côté, on est censé connaître les coefficients A, A^, A,, 
A3, etc., qui satisfont à l'équation du § 71 , 

1 

- == A — âA,cos.2f -+■ ^A^cos.^f — ÔAjCos.Ô^ -4- etc. : 

il ne s'agit donc que de multiplier les seconds membres des deux 
équations précédentes , et d'en égaler le produit , comparé au premier 
membre de l'équation (16) , à la suite 

A (M — 2M, COS. 2ç> -+- 4Ma cos. Af — 6M3 cos. 6y -♦- etc.).. 



dans laquelle A = k 1 -4- n. Ce produit , convenablement disposé , 
donnera les valeurs suivantes des coefficients que l'on cherche : 

AM = A — 2aA, -f- 4«"A, — Qa^X^ 4- 6a*A^ — etc. , 
( — 2A. H- 4aA3 — 6«"A3 -♦- Sa^A^ — etc. , 

{ -H 4 A, — 6aA3 -♦- 8a' A^ — 10a* A5 -f- etc. , 

_ 6AM = j ""'^^^ ■*" ^^ "^ ^^^' ■*■ ^^^' 

^ ( — 6A3 H- 8aA4 — lOa'Ag ^ etc. , 

( A^^ -♦- A) — 2a3A. + 4a'A, — ÔaAj 
8AM/. = < 

( -f-8A4— 10«A5H- 12a^A6— etc., 

etc. 
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La loi de ces expressions est très-facile à saisir ; d'ailleurs connais* 
sant déjà les coefficients A, A, , etc., et la constante a étant toujours 
une fraction assez petite , il est clair qu*on pourra prolonger indéfi- 
niment le calcul des coefficients M , M, , etc., sans craindre de multi- 
plier les erreurs; avantage qu'on n'obtiendrait, peut-être , par au- 
cune autre méthode. On aura donc, avec toute la précision néces- 
saire, le développement cherché. 

§ 75. Les kappa circulaires ne paraissant point susceptibles d'être 
ramenés à des fonctions plus simples, les développements (IS) et (13) 
peuvent être d'une grande utilité dans la pratique , pour le calcul de 
ces transcendantes. 

Ces développements se composent de deux espèces de fonctions 
auxiliaires: les unes A, A', A'% etc., qui ne contiennent que le para- 
mètre et le module, les autres qui ne contiennent que l'amplitude. 
Désignons ces dernières par *, , *2, *3 , etc., en sorte que 

1 8 



1 . ^ 5 . 8.3 

^==-s.n.^^— s.n.>4.^-^^, 

1 . « 7 , 7.5 . 7.5.8 

<ï>3 = — sin.^y H- T-T sin.*y -+- -— — sin.'y 



8 ^8.6 "^ 8.6.4 ^ 8.6.4.2' 

etc. 

Si l'on remarque que ces fonctions se trouvent également dans les 
séries relatives aux digamma et aux epsilon ; que de plus , elles don- 
nent , par un calcul très-simple , la valeur des intégrales de la forme 

> , qui se rencontrent si fréquemment en analyse , on re- 

K 1 — a?' 
connaîtra que la construction de tables pour les fonctions <t>, serait 

à comparer, pour l'utilité , à celle des tables elliptiques , sans offrir 

les mêmes difficultés , puisque ces tables seraient à simple entrée. 

Quant aux coefficients A, A', A", etc., ils se déduisent l'un de 

l'autre suivant une loi très-simple , qui est : 

Pour la formule (12) 

2.-4.6 V+S 
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et pour la formule (IS) 

^ 2.4.6 2/c^-+-2 

le signe supérieur se rapportant au cas où fi est pair , et le signe in- 
férieur au cas oiî /ce est impair. 

§ 76. Développements des kappa logarithmiques normaux. 

Le paramètre n= — c^sin.'A étant représenté par — k'*^ comme 
pour les kappa circulaires , nous aurons également trois cas à con- 
sidérer : 

l^ Celui où A et c sont tous deux très-petits. 

^^ Celui où ils sont tous deux très-grands. 

3<* Celui où k est très-petit et c très-grand. 

Dans les deux premiers cas , le développement sera donné par les 
formules (12) et (15) du § 78. Dans le troisième , on développera en 
séries (1— A'sin.'f)-* et (l-»-A'tang.'y)— ?, qui entrent dans l'ex- 
pression 

kap.(-A%c,ri=/^^ ^ ^/^ "^l z. 

J (l-A'sin.»Ay cos.^(l-ib^in.=*î))K l-*-6nang.> 

et Ton trouvera , par la même méthode que nous avons suivie à l'é- 
gard des kappa circulaires y 

(17) kap. (— A',c, y) = 

1 1 ^ 1 ^ K 

-*'A,+ -*'i'B,- ^ A'A^C,+ ^ *'fc«D,+ etc. 

+*«A,- \ **i'B,+ H WC,- ^ **i6D,+ etc. 

1 1.3 1.3.5 

-*«A6+ - A'fc'Bg- — *6i«C«+ ^-^ *8*«D6+ etc. 



± *" A, ip etc. ; 



( 142 ) 

formule dans laquelle on a, en désignant sin. f par », 

ê 

pàx 
A ==^Y---^ = log.tang. (48o^- i^), 



/* x'^dx 1 sin.o I 
B =/ z=. 2— A 

J \y^xy 2cos.> 2 ' 

/^ x^dx 1 sin.'oj 8 

J [y—x^Y 4 cos.^y 4 ' 



/^ x^dx l 8in.^(p a 



A, = / -j— ; = — sin. f> H- log. tang. (45» -4- iy). 
or^cfj; 1 sin. ^9 8 



y^ x*dx 






Y - 2 cos."^ 2 

x^dx 1 sin.^f 5 

^ "^ 4 côs^ "~ 4 ^^' 



p x^dx 1 sin.^^ 7 



Px^dx sin.^c? sin.» , 
A4==y j3^= g j— +log.tang.{45«+iî>), 



/^ OJ^dlar 1 sin. ^9? 5 

•» arSJ/p 1 sio.'y 7 

^ y [\—xy ^ 4 ^^ ""4 ^^ ' 

_rx^Hx _ 1 sio.ôy 9 
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fafidx sin.*s sin,'» sin.v 

P x^dx 1 sin7a> 7 

^""1/ (1— ir^)'""~2cos.> 2 ^' 

rx^^dx 1 sin.^o 9 
C«t=/ = 1 B 



4 cos.^^ 4 



/^x'^dx _\ sin.^ç. 11 



a^dx 

etc. 



r^x^dx 



La remarque que nous avons faite au§ 73, sur la formule (15), s'ap- 
plique également à la formule précédente, et Ton pourra ^ comme 
pour les kappa circulaires , permuter avec avantage Tamplitude et 
l'angle du paramètre. En effet , puisque A' = c* sin.'A. est très-petit , 
tandis que c est voisin de l'unité , ii faut que Tangle A soit très-petit ; 
de manière que si la série est divergente pour l'amplitude y , elle sera 
très-convergente , au contraire , pour l'amplitude A. 

La méthode exposée au § 74 , étant commune aux deux classes 
de kappa, nous ne nous occuperons pas du développement des 
kappa logarithmiques, suivant les sinus des multiples de Fampli- 
tu de. 

§ 77. M. Gudermann, professeur de mathématiques à Munster , a 
publié en 1837 , dans le tome XYI du journal de M. Crelle, une nou- 
velle formule d'approximation pour les digamma , que nous allons 
exposer. 

Soit 

c==sin.9, dig. y= / ^ 

/ k 1 — sin.^'Osin. 



9 



Si l'on pose 1 1= tang. i f , il viendra 



2* 1 — r k^l -f- 2 COS. 20.r H- t^ 

Sin. o = , COS. 9 = -, A(o)= ;; ;; 

^ 1 -f. *^ ' ^ i ^ *^ ' ^^^ 1-4-1" 
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d'où 



-A 



dig. <f = / . ■ 

Kl -H S COS. 2m" -4- *« 



Développant le radical en série , on aura l'identité 

(l.-îcos.2«.*'-H.r^=l-^''-.^^*-ï^^-j:^'«-etc., 

dans laquelle les fonctions A, , A^ , A3 , etc.^ sont soumises à Tëchelle 
de relation 

A„=(â«-l)cos.2fl.A,_,-(n-irA„_,, 

qui donne successivement 

A, = COS. 29, 

A, = 8 cos.'âô — 1 , 

A3 = 8.5 COS.320 — 9 COS. 20 , 

A^ = 8.5.7 cos.*20 — 90 cos."20 -+-9, 

A5 = 8.5.7.9 cos.520 — 1050 cos.320 -+- 225 cos. 29 , 

Ac = 3.5.7.9.11 COS.620 — 14175 cos.429 ^ 4725 cos.'20 — 225, 

etc. 

La loi que suivent les coefficients des puissances de cos.29, ne 
s'aperçoit par sur-le-champ. Cependant , il est certain que les rap- 
ports — , — ^, — ^, etc., sont tous moindres que Funité, positive 
^ 1 1 • 2 1.2.3 

ou négative. En effet, les limites de cos. 29 étant 1 et — 1 , qui ré- 
pondent à 9==:o et à 9=-| , on a , pour cos, 29= 1 , 

(1 ^ t^)-' = 1 _ *^ H- ** — *« H^ ^ — /^^ -f- etc. ; 
d*où 

^=1, ^=1,-^=1,-^ = 1, etc.; 
1 '1.2 1.2.â ' 1.2.8.4 ' ' 

et pour cos, 29 = — 1 , 

(1 — t')-~' = 1 -t- *^ ^ ^4 + <6 -f- ^ft ^ etc. ; 



d'où 



-=-1, .%=l,T^ = -l,— ^ = l,etc.: 
1 ' 1.2 ' 1.2.8 ' 1.2.3.4 ' 
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la convergence de la série dépendra donc uniquement de la petitesse 
de t, dont la plus grande valeur est l'unité positive. 

Le développement du radical , étant multiplié par %ii 'et intégré , 
on obtient 

^ ^ ^^'^' \ 1 S 1.2 5 1.2.S7 1.2.8.4 9 / 

Si l'on change < en , — S, dans les fonctions A , et dans 



•^'S- ("' ?) =Jyi-J.^Hin. 



*f 



ce digamma deviendra dig. {b, f); de plus, les fonctions A d'indice 
impair, telles que A, , A3 , A5 , etc., changeront de signe, tandis que 
celles d'indice pair resteront les mêmes. H suit de là que 

(19)..dig.(t,,) = 2(.-.^.^-.i|4-.^^.|.etc.). 

Au moyen des deux formules précédentes , il sera facile de calculer 
simultanément la fonction dig. (c, f), et la fonction dig. (b, f) rela- 
tive au module complémentaire. 

Lorsque 6 s=s , on a dig. f = f> , -p = — ^ = ' -=3 etc. = 1 , 
et l'on obtient 



J ^ ^ *'' \ 



ce qui offre le développement connu de l'arc en fonction de sa tan- 
gente , puisque t =s tang. ^^ . 

Lorsque G sj , on a 

<iiS' f — I — —= log. tang. (46* -4- i^) , 

c/ COS. ^ 

fonction qui devient infinie pour ^ = 2* ^^^ valeurs de et de f, 
substituées dans la formule (18) , donnent 

diS.(l.^)=2(l-*-^-Hl-*-i-4-i-Hetc.): 

ainsi la série entre parenthèses , a pour valeur l'infini ; résultat connu 
d'ailleurs* 

10 
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CHAPITRE IX. 



Transformation du module dan$ le$ digamma. 



§ 78. Jusqu'à présent nous n'avons comparé entre eux que des di- 
gamma de même module : c'est ici le lieu de faire connaître une loi 
très-simple , pour former une suite infinie de digamma , qui diffèrent 
les uns des autres , tant par le module que par Famplitude. 

Considérons les deux fonctions 

je dis que si Ton fait 

c =- , 

1 -f- c 

et que Fon détermine f d'après l'équation 

sin. {^f — y) = c sin. f , 
on aura généralement 

En effet , la relation supposée entre f et f donne d'abord 

COS. (^f — y) = A ; 
d'où 

COS. (2/ — y) COS. f — sin. (2/ — f) sin. f = à cos. f — c sin.^f ; 
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mais 



l 14/ ; 

le premier membre de cette équation revient à cos. %f' : donc 

COS. 2^' =: A / COS. f — c sin.'f , 
2 COS.'/ =1 — c sin.'f -f- A cos. f , 
2 sin.'/ = 1 -H c sin.'f» — a cos. y , 
2 sin./ COS. f = sin. f)(o cos. f> h- a) , 

2rfç>' = -^(c COS. ç> -f- a), 

A 
, , ,. C COS. © -f- A 

M«..f)= — rfr — • 

Des deux dernières équations on tire 

df 1 + c dv 



A{«', /) 2 A(C, ,.) * 

ce qui donne , en intégrant , 

l -f- c 



Nous n*ajoutons pas de constante , parce que les amplitudes f et f 
s'évanouissent en même temps. 

On voit, par ce résultat, que les fonctions dig.(c', /), dig.(c, f) , 
seront entre elles dans un rapport indépendant des amplitudes f» et /. 
Si l'on fait / = ^r , on aura 

dig. (c', f) = D(c'), sin. (t — f ) = c sin. y, cos. (r — f) = A: 

or A étant toujours positif (§ 8) , la plus petite valeur de f qui satis- 
fait à cette expression de cos. (;r — f) , est ^ =: t ; ce qui donne 
dig. {Cf f) = 2D(c) , et les fonctions complètes D(c) et D(c') , ont 
entre elles cette relation très-simple 

D(c') = (1 -f- c)D(c). 

§ 79. Concevons maintenant , qu'à partir du terme donnée, on 
forme une suite infinie de modules c\ c", c'", etc., d'après la loi 

2|/c ^ 2i^7 2i/^ 

1 -♦- c l -t- c 1 -♦- c ' 



(148) 

cette suite de modules , qui est continuellement croissante , aura pour 
limite l'unité , et atteindra sensiblement cette limite au bout d'un 
assez petit nombre de termes. 

Si l'on appelle , par analogie , h\ b'\ y, etc., les compléments des 
modules c', c*\d'\ etc., la suite h\ h*\ &'", etc., sera continuellement 
décroissante , et cbaque terme se déduira du module précédent , sui- 
vant cette loi 

l__c 1 — c' 1 — c" 
fc' = - , y' = - ,, è'" = - ;;,etc. 

1 -f. c 1 H- c 1 H- C ' 

Soit ensuite f», /, /', /", etc., la série des amplitudes qui se 
déduisent cbacune de la précédente , par les formules 

sin. (2f' — y) = c sin. y, 
sin* (2/' — ^') = c' sin. ç>', 
sm.^a^ — f )^=^o sm.^ , 
etc. : 

on formera , de cette manière , une suite infinie de digamma entre 
lesquels on aura les équations 

etc. etc. 

Quant aux fonctions complètes, l'équation \^(c'^ = (1 -1- c)D(c) déjà 
trouvée , donnera successivement 

D(c') = (l H-c)D(c), 

D(c") = (1 -^ c')D(c') = (1 -I- c)(l + c')D(c), 

D(c'") = (1 ^ c")D(c") = (l -4- c)(l ^c')( 1 -i-c")D(c) , 

etc. etc. 
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§ 80. On peut encore donner à ces résultats une plus grande ex- 
tension. En effet, la suite inGnie de modules c, c\ c'\ etc., qui est 
croissante dans un sens » et qui a pour limite l'unité , peut être pro- 
longée à l'infini dans le sens contraire , où elle sera décroissante et 
aura pour limite zéro. Désignons par c, c^, c,,^ c,„ , etc., cette suite 
décroissante : la loi qui lie deux termes consécutifs sera semblable- 
ment 

2i/^ 2k^ 2t/^ ^ 



1+c/ ' l-f-C,/ '' 1-+-C 



fff 



mais pour former chaque terme au moyen du précédent , il sera plus 
simple d'employer les compléments h, h,, b„, b,„, etc., des modules 

^» ^ff ^//> ^///» *^'e* 

Si l'on remarque que de l'équation 6'= j:^ on déduit c = iq:^* 

on obtiendra , en éliminant c entre les équations c = ^— îl et 
c' = 1 — i&' , la relation 

1 -h o 
d'où l'on conclura la suite d'équations 

i-b \-b, i-b„ 

Cela posé , si Ton désigne par çj, f,^f„^ f„„ etc., la série des am- 
plitudes correspondantes aux modules c, c^, c^^, c^^,, etc., on aura 
d'abord 

sin. (2 o — y» J «= c, sin. y, ; 

équaUon qu'il faut résoudre pour déduire f, de «. On en tire succes- 
sivement 

/^ ,x ^^^* ycos. 0) 1 — (l -+- ib) sin. 'f> 
sm. y, = (1 -f- j&) ■ ^, COS. f, = 7 

. 1 — (1 — i&) sin. ^^ (1 -^ ib) tang. ^ 

^(«o ?/) == 5 tang. î», = . , • 

A j 1 — o tang. 9 
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Cette dernière peut se mettre sous la forme 

tang. (f, — f)=^b tang. f, 

et Ton calculera successivement les amplitudes f,,y f,„^ etc., par les 

formules 

taûg. {^„ —,),) = fc, tang. ^, , 

etc. etc. 

La suite des modules croissants c, c'^ c^'^ etc., dont la limite est Tu*^ 
nité, et la suite des modules décroissants c,^c„yC,„^ etc., dont la li- 
mite est zéro , n'en forment qu'une seule , liée par la même loi , et 
qu'on peut écrire ainsi 

limite 0) . . . c,^,, c„, c,, c, c', c", c"' . . . (limite 1. 

Cette suite , qui peut être prolongée indéfiniment dans les deux sens, 
est ce qu'on appelle une échelle de modulée. Les amplitudes correspon- 
dantes à deux termes consécutifs , sont liées par la formule générale 



ou 



sin. (2/^-^*) - yC*)) = cW sin. y(rt. 



S 81. D'après ce qui précède, on pourra' former la suite infinie de 
digamma , dont les modules suivront une marche décroissante , 

1 "f* c 

dig. (c, f) =— ^- dîg. (c,, fj, 

1 + c 
(1) . . . {^^^' ^^" ^'^ "" — 2^ ^*S- (c,M f,,)» 

1 ~i c 

etc. 
et parce que l -t- c,= j—j , il vient successivemeat 

*S- (c,. y,) = (l -4- fc) dig. {c,f), 

«••S- (c» > ?„) = (!+*,) dig. (c, , f,} = (1 + i,) (1 H- i„) dig. (c, f) , 

etc. etc. 
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Quant aux fonctions complètes , puisque D(o') = (l h- c) D(c), on a 
également D(c)=(l -♦- c,) D(c,) ; d'où 

1 H- c^ 2 

^, . 1 -*- ^/ ^/ X 1 -♦- ^ * 1 -*- ^/ ^/ V 

,v/ V ^ -*- '^// ^. X 1 -*- 'b 1 -f- i&, 1 -♦- '^^Z r^/ X 

»(«,») = — 2"^ D(c„) = — ^ . -y^DC") , 

etc. etc. 

On remarquera , d'ailleurs, que tandis que les modules c, c,, o„, etc., 

décroissent d'une manière rapide , leurs compléments b,b,,b^,^ etc., 

s^approchent de plus en plus de l'unité ^ qui est leur limite. 

§ 82. La formule 

(l-»-fc)tang.y 

*^"S-^^=li_fctang.>' 

est susceptible d'une transformation importante. En y remplaçant 
tang.^^ par sa valeur ^7^°^'^^ et j^ par c„ on obtient 

(1 +cos.â^)tang.(p âcos.^^.tang.^ sin.S^? 

tang.y,= - 



c -t-cos.2^ c, -¥• C0S.!2f c, + COS.^f 

Ce résultat fait voir que si c, était nul , on aurait tang* ^^=: tang. 3f>, 
et qu'ainsi : 

Dans la êérte des amplitudes ^, f^, f,,^ f^,^, etc., chaque terme tend 
déplus en plus à être double de celui qui le précède. Cette duplication 
est rigoureusement exacte dès le second terme , quand f= ^ j ^^^ ^^ 
a alors, tang. f,=^o, et , par conséquent , f, = r. 

§ 83. Les équations (1) donnent, en général , 

dig.{c,rf=(i-HC,)(i+cj(i-4-c,„) (i+cw)Ë!ff:(f|iJwl; . 

mais lorsque c(n) est devenu très-petit , on a sensiblement 

Soit donc iv l'angle —-^ que nous appellerons ran^/e-/tmtV6 : il viendra 
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Lorsque f =i r , on a, d'après la loi de duplication des amplitudes 

et , en général , 

d'où .rsa^r dans ce cas, et la fonction complète a pour expression 

D(C) = {I-HC,)(1+C„)(1+C,„) (I+^W)!' 

Il suit de là que le produit 

(l^c,)(l+c„) (1-^ <?(»))> 

que nous représenterons par S, a pour valeur 

W 

Il peut aussi s'exprimer de cette manière 

2V^ \VT„ 2k^ si/^ 2V^; 

On peut encore le transformer , en remarquant que des éqiiations 

1-f-c,, l-*.c, 1-i-c,, 



en déduit 



# 



1 •+- c„ 1 + c„ 1 +|/c„ 



'// ^ ^tr * • ''r' 



et , par conséquent , 









■ «k 
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Le digamma exprimé en fonctioD de rangle-limite , sera donné par 
l'équation 

dig.fi?=£j; = • 

§ 84. Pour faciliter le calcul des modules décroissants , on déter- 
minera l'angle du module , par l'équation sin. 0=c; ce qui donne 
6BSCOS.0, et 

c, = ^p—^= tangua. 

Faisant de même c, =tang.' ^ 0=sîn. 0^ , ce qui déterminera un nou- 
vel angle B, , on aura c^^= tang.^^d^, et ainsi de suite. 

Lorsqu'on sera parvenu à un module c/^v fort petit, on pourra, pour 
éviter les angles trop petits, calculer le terme suivant C/„^|x par la 
formule 



1.8 1.8.5 



7 ^\n\ -^ T^ <^\n\-^ . ^ ^ c% H- etc. , 



dont le premier , ou , tout au plus , les deux premiers termes suffiront. 
Cette formule se tire de l'expression 



C/.^,\ = 



»-V) 0-V))' «-o%)-2v/i-c 



a 



(»+!) — 1 + fc 



(I.) ^\n) ^\n) 



Quant au calcul des angles ^ ,, tf„^ etc., nous n'avons rien à ajouter à 
la simplicité de la formule tang. {<f, — f ) = ^ tang. ^ , qui est très- 
propre au calcul trigonométrique. 

Exemple. 
On demande la valeur de dig. (c^ f ) , lorsque 

c = 41/2 -4- V^ = sin. 78^ et tang. ^ = \/ "7=' 

Voici d'abord un tableau qui offre le calcul des modules et de leurs 
compléments : 
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Fakurt dêceideh. Leur$ logarithmeê 

vulgaires, 

c = sin. 75» 0' 0''.00 9.9849488, 

b = COS. 75 .00 9.4129962, 

(tang.«87 30 .00 ) ^„«^^«.^ 

n =\ ^ S 9.7699610, 

(sitt. 86 4 16 .47 ) 

b, = COS. 86 4 16 .47 9.9075648, 

^- =! • « « û -- 5 9.0258880, 

( sm. 6 5 9. 



b,, = COS. 6 5 9 . 88 9.9975452 , 

jtang.'6 2S4.69| ^^ 

(sin. 9 42 .90 ) 

b„,= COS. 9 42 .90 9.9999982, 

c„„= ic',„ H- etc 4.3002761 , 

b,... 0.0000000. 



V/// 



Ces logarithmes donneront aisément la valeur de S , pour laquelle il 
suffira d'employer quatre facteurs. On aura ainsi 

log. vulg. S = 0.2460560 , et s = 1.7622087. 

De là résulte d'abord D(c) =~ • S =2.7080631 : on trouvera en- 
suite , par le calcul des amplitudes , 

y= 470 8' 80". 94, 

f,= 62» 86' 8". 10, 

^„ = 119» 55' 47". 67, 

^.,, = 240* 0' O'MO, 

y,,,, = 480» 0' 0". 00. 

Les autres valeurs de f augmenteraient en raison double; d'où il 
suit que la limite x des angles -^ est 80», ou -^ : donc on a 



• 



dig. (c, ^) = E . ^ = 0.9226877. 

2 
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§ 85. Etant donnée la valeur de l'^amplitude ^, on voit qu'il ^st 
facile de trouver le digamma avec toute l'exactitude nécessaire. Ré- 
ciproquement, il peut être utile de déterminer l'amplitude, en sup- 
posant connue la valeur du digamma. A cet effet , il faudra calculer 
les termes de la série c^, c,,j etc. , jusqu'à un terme assez petit pour 
être négligé. Soit, par exemple, c^ ce terme : puisqu'on a f),,s=2^^^^^ 
(§ 82) , l'angle-limite x sera '--^„„ ; et comme on connaît d'ailleurs 
la valeur de dig. (c, ^ ) , qui est donnée , on connaît x par l'équation 
a? s=: -Ili^i-Ii , et, par conséquent, l'amplitude f,,,, égale à 16s. 

Cela posé, on calculera successivement les valeurs de <f,„ , <f,,y f,, f>9 
au moyen des équations 

sin. (2ç>,„ — î»,,,,) = c„„ sin. f,„, , 
sin. (2f „ — f,„) = c^„ sin. y,„ , 

sin. (2^, — fj =c„ wn-f/At 
sin.(2f — y,) =c, sin.f»,, 

et on aura l'amplitude cherchée f, 

§ 86. La méthode que nous venons d'exposer est en général très- 
expédîtive. Elle exigera seulement qu'on calcule quelques termes 
de plus , tant dans la suite des modules que dans celle des amplitudes, 
lorsque c sera extrêmement près de l'unité. Mais on peut s'assurer 
que ce nombre de termes ne sera jamais bien considérable : car , 
dans l'hypothèse où l'on devrait continuer la suite c, c,, c,,^ etc., 
jusqu'au dixième terme , pour que ce terme fût d'une unité déci- 
male du dixième ordre , il faudrait que la valeur primitive de b fût 
plus petite que 10"^^^, et, par conséquent , que celle de 1 — c fût plus 
petite que 10""*^. 

La remarque précédente , qui est due à Legendre , rend l'univer- 
salité de la méthode incontestable. Cependant,- lorsque l — c est 
extrêmement petit , on peut profiter de cette circonstance pour sim- 
plifier les calculs , et procéder d'une autre manière aux approxima- 
tions. 

Dans le cas dont il s'agit , la quantité b est très-petite ; et comme 
on a 



^ K cos.'f -♦- i"* sin.'^ / COS. ^1/ 1^-6' 



tang."*^ 
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si l'amplitude f est telle , que tang. f soit beaucoup plus petite que 
j, on pourra négliger le ternie b"" tang.*^ sous le radical. On aura 
alors , avec une exactitude suffisante , ^ 

dig. (c, y) = / — ; — = log. tang. (46® -♦- i^). 

^^ C08( o 

Si tang. f est comparable à ^, il faudra transformer la formule pro- 
posée dig. (c, f) en une autre dig. (c^^^, <f>^^^) oii b^^^ soit beaucoup 
plus petit, afin que, dans la transformée, b^^^^ tang.'f ^^^ devienne une 
quantité négligeable. C'est ce qu'il est facile d*obtenjr, en calculant 
jusqu'au terme convenable, les modules croissants c\ c'\ etc., et les 
amplitudes décroissantes f, f\ etc., par les formules du § 79. Soit, 
à cet effet , 6 = sin. A , on aura b' = tang.^^x ; soit de nouveau 
6' = sin. A', on aura i&"=tang.'iA', et ainsi de suite, jusqu'au terme 
b^^ , qui ait le degré de petitesse exigé. On cafculera ensuite les am- 
plitudes /, f\ etc., jusqu'au terme f^^\ correspondant à b^^^ : fai- 
sant alors 0^**^= 1 , et 

, 2 2 2 f^.% /cVV"....c(H--0 Uy — -r 

iH-cl+c' l+c^H^-») ^ c c ' 
on aura 

(2) . . . dig. (c, f) — L' log. tang. (45« -h if^^^). ' 

§ 87. Il ne faut pas perdre de vue, que cette approximation est 
fondée sur ce que , dans la valeur de dig. (c^^^ , f^^) , on a négligé 
le terme \br^^ tang. f^^y ; ce qui ne serait plus permis, si f^^ était 
assez près de 90", pour que b^^^ tang. y^^^ cessât d'être très-petit. Sup- 
posons (ce qui est le cas le plus défavorable) qu'on ait f^^ = 90"* : 
alors, il faudra prolonger les suites d'un terme de plus, ou jusqu'au 
(ac -♦- 1)"" terme ; ce qui donnera , à cause de tang. {f^^ — ^(l^^')) 
= b^^-^'^ tang. ^^^-^'^ , 

tang. ^(t^-»-*) = ^ , b^^-^'> tang.'/l^') = b^^-^'l 
Or , l'on a 
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d*où , en négligeant les puissances de b^^^ supérieures à la seconde , 



cW = l — ifcW% b^V^'^ = 



A — b^> 



11 suit de cette dernière équation , que i^H'+O et fcW» deviennent 
négligeables en même temps , et qu'ainsi le radical 



^(l^i)^cos.y(i^-^-')V^T3^^*^^ 

se réduit à cos. f^!^"^'^. La formule précédente sera donc toujours 
applicable , et donnera la valeur de la fonction , aux termes près de 
l'ordre S'/b^^^^, si l'on a soin de calculer un terme de plus, lorsque 
\b^^ tang. f^^^y n'est pas négligeable. Cette observation ne concerne 
pas les digamma seulement : il faudra y avoir égard chaque fois 
qu'il s'agira d'appliquer la méthode des modules croissants au calcul 
des autres fonctions elliptiques* 

§ 88. Proposons-nous de trouver la valeur de la fonction complète 
aux termes près de l'ordre b^ : pour cela , nous ferons f = 90* , et 
nous passerons de la proposée dig. {c, ^) à la transformée dig*(c', f). 
L'équation tang. (y — /)= b' tang. /, devenant cot. fs=b' tang. /, 
on aura 

tang. /== — z:, fc'^ tang.'/=i6', 

1 11.8 
sin./= = 1 — ~fc'-H y»_etc. 

Or, de la formule (8) du §69, en négligeant les termes en 6'^ tang.^^', 
qui ne sont que de l'ordre b'^ , et en observant que 

1 . /l -f- sin. ©'\ 
log. tang. (48» -f. if') =5 log. -r-^ , 

2 \1 — sm. f I 

on déduit 

dig. (c', ^')=-log. —L l-H-fc'M . . ^ / : 

2 \1 — sm. î>/\ 4 / 4sm./ 

substituant à sin. / et à i&'' tang.''/ leurs valeurs, et négligeant 
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1«s puissances de b' supérieures à la première , il vient 

1 M — b'\ b' 

De plus , on a en général 

dig. (c, î>) = dig. (c\ f') : 

par conséquent , puisque f>=90o, 

1 /4 — fe'\ b' 

Remarquons que c=y^l — 6', b'=j^'^d*ou^ en négligeant les 
puissances de b supérieures à la seconde , 

12 b^ 



1 ^ c 4 — fc" ' 4 — )&=• ' 

et finalement 

Lorsque 6 est assez petit pour qu'on néglige b^ yis-à*vis de 4 , 
ôib^ vis-à-vis de 16 et ^ vis-à-vis de log. ^, cette formule devient 
simplement , aux termes près de Tordre è', 

. . D(c) = log. (-j; 

résultat fort remarquable , déjà signalé par Legendre ^ mais nous 
ignorons comment il y est parvenu {voyez la note Y ). 

Si le module c n'était pas assez voisin de l'unité pour que la diffé- 
rence 1 — c fût une quantité négligeable , on tirerait de la suite d'é- 
quations 

1-4-0 WC 



c" 



D(c') ^ — = D{c") , 



d" 



D(0= =rD(c'"), 

etc., 
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la valeur 



c' c" c'" c''Vcc'c" 1 

D(c)= -— = . __, D(c"0 = — ^^ D(c'"). 

lA^c ^Vc' 2l/c" c V 

Continuant cette suite jusqu'au fx.^^ terme inclusivement, et obser- 
vant que 9 lorsque c^^^ est assez près de Tunité pour que I — c^^^ 
puisse être négligé sans erreur sensible , on a 0(0^**^) = log. -~ » la 
valeur de D(c) , devient 

On voit maintenant qu'il y a deux méthodes pour déterminer la 
valeur approchée d'un digamma. Il est à remarquer que cette fonc* 
tion peut toujours s'exprimer à volonté par un arc de cercle ou par 
un logarithme ; mais on voit qu'elle se rapproche davantage des arcs 
de cercle, si l'on a c' < ^ , et qu'elle a plus d'affinité avec les loga- 
rithmes , quand on a c"* > i. 

§ 89. A la série croissante des modules 

0) c,„, c„, c„ c, c\ c\ c'" (l 

répond la série décroissante des compléments 

1) K„ h,„ i„ h, b', b", b'" (0, 

dans laquelle chaque terme se déduit du suivant y d'après la même loi 
que le terme correspondant dans la série des modules primitifs , se 
déduit du terme précédent. C'est-à-dire que , tandis que 

^y7 



c = 



1 -f- C 



on a y au contraire , 



21/ ib' 



1— ^ 



Cette propriété se conclut sans peine de la relation c = 7x7/ 
du § 80. Il s'ensuit que 

D(c) = (l-4-c,)D(c,), 
étant l'équation transcendante , qui lie le module c au module im- 
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médiatement inférieur c, , on aura , pour la même raison , entre le 
module b, et le module immédiatement inférieur en grandeur b, 
l'équation 

D(6,) = (1 -+. i)D(6) : , 

il vient , par conséquent , 

D(c) ,, ,,, .Me^ 
_ = (lH-c,)(l-*-A)^; 

et , a cause de 6 s=s — : , 

1 -♦- c, 

D(c) D(c,) , 
D(fc) >A,) ' 

ce qui établit une relation bien remarquable entre les fonctions com- 
plètes des modules b, c, b, et c,* 
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CHAPITRE X. 



Transformation du module dan$ les epsilon 



§ 90. Considérons les deux fonctions 

eps. (c , y ) =yrff A (c, y) , eps. (c', y') =yîl/A(c', f') : 

si Ton substitue pour d^' et a(c', /) les valeurs trouvées au § 78 , 
qui sont 

df CCOS.f-f*A CCOS.|>+A 

rfy = — • -z » A(c,y)= —- , 

A . 2 1-4-C 

on aura 

/y® 

(2 -I- 2c) eps. (c', f ') = / — (^ ^^*- f ■*" ^)'* 

Après avoir substitué , dans le second membre , la valeur 

(ccos. f>-t- a)'=s2a'-i-2ca COS. ^ — /&*, 
et effectué l'intégration , il viendra 

(1 -♦- c) eps. (c', /) = eps. (c , y) — ^h^ dig. (c , y) -♦- c sin. y , 
et de là résulte la formule 

b"" dig. (c, ç.) = 2 eps. (c, y) — 2(1 -f- c) eps. (c', /) -t- 2c sin. ^j ; 

par où Ton voit que la fonction de première espèce dig.[cy f), peut 
s'exprimer par les deux arcs d'ellipse eps,{c, f) , eps.(c% f) (voyez la 

note VI). 

Il 
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§ 91 . Considérons une suite inGnie de fonctions 

eps. (c , y), eps. {c'y y') , eps. (c", y") , etc. , 
formées d'après la même loi que les fonctions 

dig. (c , y) , dtg. {(/, /) , diç. (c", y" ) , etc. : 

on aura d*abord 

\h^ dig. (c, y) = eps. (c, ^) — (1 -♦-c ) eps. (c', / ) -4- c sin. y, 
4 y» dig. ((/, /) = eps. (c', /) — (1 ^c') eps. (c", /') + c' sin, y' ; 

mais on a de plus 

éliminant donc les digamma de ces trois équations , on aura entre 
les epsilon consécutifs eps. (c, f),eps. (c', /), eps. (c", ^"), la relation 

o = ife' ( 1 -♦- 6') eps. (c, y) — (2 -4- fc') eps. (c', /) -4- 2(1 -♦- c') eps. (c", y" ) 

^iZ>''(l — y) sin. y — 2c' sin, f . 

La même équation peut être appliquée à trois epsilon consécutifs , 
pris, non-seulement dans la suite infinie eps.(c^ f>)^ eps.(c', /), 
eps. (c", ff")y etc., mais, en général, dans la suite doublement infinie 

.... eps. (c", ^"), eps. (c', /), eps. (c, ç)), eps. (c„ ç»,), eps. (c,„ y,,) , ..., 

dont les extrêmes sont, d'une part , Tare d'une ellipse qui a pour ex- 
centricité 1 , et qui se réduit à son grand axe ; d'autre part , l'arc 
d'une ellipse qui a pour excentricité 0, et qui se confond avec le 
cercle : il en résulte donc , que par la rectification de^ deux arcs 
d'ellipse de cette suite , on obtient la rectification de tous les autres. 
La formule générale se simplifie lorsqu'il s'agit de la rectification 
du périmètre entier de ces ellipses. En effet, si l'on fait ^" = 4t, 
on aura ^'= t et ç; = 2t (§ 82) : il viendra donc 

eps. (c", y") = E(c") , eps. (c', /) = 2E(c'), eps. (c, ^) = 4E(c) , 

et l'on aura entre les trois quarts d'ellipse ci-dessus , la relation 

fe'(l-4-fe') E(c) — (2-4-fc') E(c') H- (l^c') E(c") =0. 
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On aura uneéquation semblable entre trois termes consécutifs quel* 
conques , pris dans la série générale des ellipses. Ainsi , la circonfé- 
rence d'une ellipse proposée y pourra toujours se déterminer exacte- 
ment par les ciconférences de deux ellipses , aussi peu différentes de 
la ligne droite qu'on voudra , en prolongeant les séries dans un sens ; 
et aussi peu différentes du cercle qu'on voudra , en prolongeant les 
.séries dans l'autre sens. Dans ce dernier cas , il faudrait faire usage 
des équations successives 

(l-t-c, ) E(c ) - (2+AJ E(c, ) H- b, (lH-6, ) E(e,J =so, 
(l+ej E(c,) ~ (2^5 J E(c„) + b,(l-h^J E(0 = o, 
etc. , 

qu'on prolongerait aussi loin qu'on aurait cru devoir prolonger la 
suite des modules c, , c,,, c,^,, etc. 

§ 92. La détermination exacte et absolue dont on vient de parler , 
peut être regardée comme un théorème fort remarquable dans la 
théorie des transcendantes ; mais , si l'on a seulement pour but d'ob- 
tenir des approximations , on y parviendra plus facilement par les 
méthodes que nous allons exposer. 

f et f,, c et c^, étant deux amplitudes et deux modules liés respec- 
tivement par les équations* 

sin. (2f — y,) = c, sin. f, , 



si Ton remplace c' et f par c et ^ , et , par conséquent , c et ^ par 
c, et f, dans les équations du § 78 , on aura , en désignant en général 
par à^^^ le radical l/l — c'^^^ sm.>^j^), 



if 



1 •+- c, df. 



à 2 a/ 

et 

sin.''^ == i(l -♦-C/ sin. 'y, — a^ cos. f,). 

Cela posé, afin d'obtenir plus de symétrie dans les résultats, nous 
considérerons une fonction G , composée de la première et de la se- 
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conde espèce , telle que 

G —/{h. ^ B sin.» -^ : 

si Ton y substitue les valeurs précédentes de sin.'f et de -^ , on aura 
la transformée 

G=i^(G,-iB8m.T,). 

OÙ l'on suppose 

G,= /?A, + B,8in.Y)y^, A,=A+iB, B,= Jbc,. 
On trouvera ensuite , par de semblables transformations , 

1 H-C. 



G,= 



2 



-(g, -jB,sin.y„) , G, =i^(G,,-i B„sin.y,„),etc. : 



ainsi , Tintégrale G se ramène successivement aux intégrales sembla- 
bles G^, G^^, (j,,,^ etc. , et une seule de ces intégrales suffît pour dé- 
terminer toutes les autres. 

Supposons que cette suite soit prolongée jusqu'à un terme G/ % 
assez éloigné pour que le module correspondant c, >. soit de l'ordre 
des quantités qu'on veut négliger : alors, on aura A/ ns=1 , et la 
valeur de G/ ^ se réduit d'abord à 

Observons ensuite qu'on a 

111 i 

B,= ^^c,,B„=-B,c„=-Bc,c„, B,„=-Bc,c„c,„, etc. : 

donc 9 la suite B, , B„, B,,, , décroit plus rapidement que la suite 
^f-i <^//j C///? etc. : donc, on peut faire, après un certain nombre de 
termes , B^^^ == o, ce qui donnera G^^^ == A , ^ ^^^ ; d'oii il suit que x 
étant la limite des angles f , i/ , {f„ , etc. (§ 88) , on aura 
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A regard de A, x , puisqu'on a 



1 1 
A,==A-»--B, A„=A, -f.-B,, etc., 

2 2 

Texpression générale de A^^ sera 

A,„n5=A-»---B 1 -*.-- h — —-h — h etc. . 

W 2 \ 2 4 ■ 8 / 

Maintenant , si l'on porte dans G la valeur de G^ en Q,, , on aura 

G= -^ 2- G,, ^'2 B^sm.,, ^ ^.-B,. sin.^,, ; 

par oil il est aisé de voir , que la valeur de cette fonction déterminée 
par celle de G/ x , est composée de deux parties : Tune S . A/^^xS , 
L désignant le produit ( 1 -♦- c,) (1 h- c„) (1 -♦- c,„) •••• (§ 88) , l'autre 
qui peut se mettre sous la forme 



B/|/c, . |/c,c,, . 



■)• 



sm.f, H — sm.^,, -♦- etc 

2 4 

à cause des équations 

1 1 1 

^.=^^n B/, = ;jBc,c„, B,„a=:-Bc,c„c,„,etc.; 

121/0" 21/7" 2l/c~ 
-h c, s= , 1 +c„ = , 1 -4- c„,= , etc. : 

c c. c. 



// 



donc la valeur totale de G^ sera 



(a).G=:SA(j^)a?- -^-y- sm.ç>,H — sm.î>„+ g sin.î>,„-i-etc. j . 

§ 93. On peut donner à la partie algébrique de cette formule^ une 
autre forme qui sera plus facile à calculer dans certains cas. Pour 
cela , soit 
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on aura la suite d'équations 

tang.6) = i&tang.f , 
tsmg.a,^=ib,iàng.f, = i&,tang.(^ -♦- u) , 
tang.«,, =^,tang.y„= ib,,tang.(y, ^ «J , 
etc., 

par lesquelles on calculera successivement les angles », «,, u,,^ etc. 
Or , la valeur y, == y -+. « donne 

sin.^^ ss sin.^cos.» + cos.^ sin » =: (1 + &) sin.o cos.cj 
= sm.^ C0S.&} == — ^sin.^ COS.»: 

on aura de même 

c. cVc, , 

sin.f^^^ac — ;:^sin.^, cos.0^«:s — — sm.ycos.«co8.tt>jj, 



'// y 



sin.})^„= ■ stn.f) cos.cucos.»^ cos.co,, , 



etc. : 



donc la valeur de G peut être exprimée par cette formule , dont la 
convergence est manifeste , 

1 . / 1 1 \ 

G=SA/ sar — — Bsm.ycos.wl 1 -f--c,cos.û),-f--c,c„cos.«,cos. «,,-♦- etc. ) . 

Dans le cas où ^ = §7, la partie algébrique disparait, et on a, 
pour valeur dé la fonction complète , 

§ 94 • Les suites qui composent la valeur de G , seront fort con- 
vergentes , si l'on a c' < I , et alors trois termes suffiront pour don- 
ner la valeur de G^ approchée jusqu'à sept décimales environ. Les 
mêmes formules pourront être employées avec avantage, quand même 
le module c serait beaucoup plus près de l'unité : car si l'on avait , 
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par exemple , c =0.98ô, il en résulterait à peu près c,s=z\/i ; d'oà 
Ton voit qu'il n'y aurait qu'un terme de plus à calculer , c'est-à-dire 
quatre termes en tout , pour avoir la valeur de 6 avec le même degré 
d'approximation. Mais si c est beaucoup plus près de l'unité, ou si, 
ayant c^ ^ ^ , on veut obtenir un même degré d'approximation avec 
le moindre nombre possible de transformées , alors il conviendra de 
se servir d'une seconde méthode que nous avons appliquée égale^ 
ment, en pareil cas, aux fonctions de la première espèce (§ Ô6). 
Cette méthode consiste à prolonger dans un ordre inverse la 
série des transformées. Ainsi , l'équation entre G et G, quî donne 

O, = G •+- i B sin. f, , 

l-4-C, 

s'applique semblablement aux deux fonctions G et G' , et on en dé^ 
duit 

2 

G = G' -t- 4B' sin. f ; 

1-t-c 

équation où Ton doit supposer 

d ' 2B 

G' = /"(A' + B' sin.'y') -^ , A' = A — iB', B' = — • 

On aura pareillement , par des transformées ultérieures , 

G'=— ^ G"-^4B"sin./', G"=; ;, G'"-4- JB'" sinY",etc.; 

1-HC' l-f-C 

mais, lorsque la suite G' , G" , etc. , sera prolongée jusqu'à un terme 
suffisamment éloigné G^**\ on pourra faire é^^ = 1 , A^ï^ = cos. f^^\ 
et alors on aura 

ce qui donne , en intégrant , 

qW = (^W ^ bW) log. tang.(45o -h i y^^V" ^^^^ «»• f^^^- 

On obtiendra la valeur de l'angle f^^\ en calculant, jusqu'au terme 
convenable , les modules croissants c', c"^c"\ etc., leurs com{^éments 
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h' y Vy h'*\ etc., et les amplitudes décroissantes <f\ f\ f"\ etc., qui 
seront données par les formules 

sin. (2/ — f ) = ^ sÎQ- ? » si*** P/' — f = ^' *^>^- 9 » 
sin. (2/"— /') =c" sin. /' , etc. 

Les compléments décroissants )&', h'\ etc., se calculeront avec faci- 
lité , en suivant une marche analogue à celle que nous ayons indi- 
quée au § 84 • Posant, par exemple, i&s=sin.A, on aura i&'t=tang.'iA : 
posant de nouveau b> = tang.^iAc=i= sin.A', on aura i&"=tang.'iA', 
et ainsi de suite , jusqu'à ce que le dernier terme de ces complé- 
ments h^^\ soit assez petit pour que son carré soit négligeable. Alors, 
on pourra prendre c^^^ = 1, et calculant un pareil nombre de termes 
de la série des amplitudes /, /', y'", etc. , on aura le dernier terme f^^ , 
qu'il faudra porter dans la valeur de G^^ Faisant donc les substitu- 
tions nécessaires pour avoir la valeur de G en G^^^ , et observant 
qu'on a 

^ _ ^ 2 _ c" 

on trouvera la formule qui suit, dans laquelle on a dénoté pars' le 
même produit qu'au § 86 , 

G = S' ( tSv-) + bW) log. tang.UB- + i >)) _ 5 . ?î!i!^ 

c cs' 

B/. ^ . , 4 . ,, ^^-hm.f^-'"^ \ 

Quant à la valeur de A^^^ -f- B^**^ , si on l'appelle L^**^ , on aura 



L^^) 



2^B /B 2B 4B 2'*~"'B 



2^B /B 2B 

A-t- :— - H 



I > • • 



comme il est aisé de le conclure des équations 

B = i B'c , B' = i B' V , B" n= i B'"c" , etc ; 
A=A' + iB', A' = A"-f-iB", A'^ = A'" + iB'",elc. 

§ 95. La série qui précède est divergente; mais on peut lui donner 
une autre forme ^ en regardant L^**^ comme composé de L=A -«- B, 
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et de la somme des différences successives L' — L , V — L' , etc. On 
obtient ainsi 

L(K)= A -h - H- — (1-c') ^ --— (1— c") ^ etc. ; 
c .ce cc'c' 

série que les relations 

b\/V = 1— c , bV¥ =!—€', etc. , 

c = —y- , c" = — - — , etc. , 

permettent de remplacer par ia suivante 



lW=a -. b -. :^ (^/F . y/t^ - V*-^' 



ce 



v/ 






dont la convergence est manifeste. 

On peut également rendre convergente la suite des quantités al- 
gébriques comprises dans la valeur de G. Pour cela , remarquons 
que 

21" sin. yW _ ai^çWgin.yW 

et faisons , pour abréger , 

2l*c(l*^ sin. Jl") 
T(/k) = . — sm. y 

â . ,2* . „ 2l'-'sin./''-'^ 
— "— n sm. f irr sin. f ..«• — : 

y c V.CC' Vcc'c\.. c(t^-*) 

on déduit de là , en changeant fien fA — 1 , 

Wv-Kïn.f^^^ 2t^'^'c^H>--0sin.y(H-0 ât*~'sin. y»-') 



Y(^)-Y(^-1)= 



ce c ...c * ' ce c««*e* ' ee e •• e 

= c(l*) sin. y(l*) - ^ Sin. ?("-') , 

»/cc'c"...c(l*-')L cW J 
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et, par suite, 

^(2) - Y(l) = -^ fc" Sin. /' - ^^ 8iD. y' ] , 

(3). . .< ^"^ ^ " y 

T(l) - T(0) = A /c' sin. y' - -î sin. , j ; 

mais la formule (1) donne 

,_- ,^. 4c" sin. o" . 2 sîn. / 

V ce V c 

éliminant ^1) et y(2) entre les équations (3) et (3), on trouve 

,^x / 2c \ . / 4c' 2c' 2 , . 
^(û)=( —71—1 sin. y 4-/ -..-—:: ~ )sin./; 

équation qui se réduit à 

M (0) = c sin. f , 
en vertu des relations 

, ^Vv 2|/7 



c" = 



1 -f- c ' 1 H- c' 

Au moyen des substitutions successives de y(0) dans ^(1) 9 puis 
de y(1) dans y(2) et ainsi de suite, on aura, pour exprimer ^(yu), 
cette série convergente 

2 / c 
y{^) = csin. 3? H :; [ c' sin, f sîn. f 

Vc \ c' 

c' \ 

c" sin. /' sin. / ) 



Vcc' \ c" j 

8 / c" 

c'"sin. ç)'" sin.ç." 



Vcc'c" \ c'" 



^'^ ^ .(rtsin.»--f^«in.>-') 



c^ f"' sm.^''^' sin. ^^ 



Vcc\...é-^-'^\ é-V) 



î 
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et la valeur de G, exprimée tout entière en suites c<mvergeDtes , sera 

(fc) . . . G = sX^^hog.tang. (-iS^+iy^ï*)) y(^); 

formule, dans laquelle les termes négligés sont de Tordre £'L^H')^(t*)', 
si tang. f^^^ n'est pas d'une grandeur comparable à celle de -t-t (§ 87). 

§ 96. Pour avoir là valeur de la fonction G quand elle devient com- 
plète, on pourrait faire f>= 90° dans la formule générale (b) ; mais 
cette formule ne se simplifierait pas sensiblement, et contiendrait 
toujours un nombre dé termes indéfini. C'est pourquoi, il vaudra 
mieux employer celle qui va suivre. 

Soit f une certaine amplitude, telle que ^^ï*~"*' = 90®: on aura, 
en rétrogradant (§ 82) , 

et, par conséquent , 

G(c, ,) = g(c, 2l*-.|) = al'-'G(c, I]: ' 

remplaçant G(c, ^) par sa valeur donnée par la formule (5), il vient 

mais , d'après ce que nous avons vu au § 87, lorsque ^^^"~^^ = 90®, 
on a 

tang. <i>^^^ = ■ __ , sin. f^^^ = 



et, dans l'hypothèse oij b^^^^ est de l'ordre des quantités négligea- 
bles , cette expression de sin. f^^^ se réduit à 1 — ib^^^ : on peut 
donc écrire 
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En même temps, la quantité Hr(fi) , donnée par Féquation ( I ) , se réduit à 

SMï^^sin-Jl') 2H'-'8În.>-^) 

àcausedesin.y^H-— *)g— (,^ sin. y^""'^ = o , etc. : et puisqu'on a 

c 
la dernière valeur de Y(/tt) peut s'écrire sous la forme 

Y(;.)= ^^(2 sin. î>W — |/^(FôJ : 

remplaçant sin. f^^^ par 1 — ib^^^ , et substituant à k c^^"~'^ , sa va- 
leur approchée 1 — b^^\ déduite de la relation c^^""*^ = . -r, 
il reste Yiti) = 7- , et finalement 

/ t\ S'L(I"> 4 B 

('^O .... G c, -b= w-r-r— — -• 

"" y \ 2/ an- ^ Ml*) c's' 

§ 97. Les formules (o) , (o') , (i&) et (fc') , permettent d'obtenir une 
valeur aussi approchée qu'on voudra , tant de la fonction indéfinie 
G(c^ 7)9 4^^ ^^ 1^ fonction complète G(c; |^). Pour les appliquer 
aux epsilon , il suffira de prendre 

A = 1 , B = — c" ; d'oi!i G =J'Adf, 

En dénotant par M , ce que devient Â(p.) (§ 92) par ces valeurs de A 

et de B , l'expression de l'epsilon indéfini , donnée par la première 

méthode , sera 

cV^ cl/c,c„ . 

eps. (c, f) = SMa? -♦- — — sm. y, •+• — r — sm.f„H- etc. , 

et celle du quart d'ellipse 

E(c) = SM^ . 

Dans ces formules , la quantité M est donnée par la suite convergente 

c* c^'c, c''c,c,, 

M =r 1 — etc. , 

2 4 4 



( 173 ) 

à laquelle on peut donner cette autre forme 



M 






en vertu de la relation 1 = -—• • 

Les formules précédentes offrent les suites les plus convergentes 
qu'on puisse désirer pour la rectification de l'ellipse. Si le module c 
est assez peu différent de l'unité pour qu'on juge nécessaire d'appli- 
quer la seconde méthode , il faudra faire A = 1 , B a=s — c^ dans les 
formules du § 93 ; ce qui donnera , en désignant par M' ce que de- 
vient V^^ par ces valeurs , 



ou plus simplement , parce que hV^b' = 1 — Cy 



Quant à la Valeur de £', et à celle de la fonction t(^) , elles ne dé- 
pendent point des valeurs de Â et de B : ainsi, elles restent les mêmes 
que dans le paragraphe cité. On aura donc, d'après ces valeurs, la 
fonction indéfinie 

eps. (c, y) = S'M' log. tang. (45» •+- i^^^^) -t- cy(/u) , 

et la fonction complète 

, , £'M' . / 4 \ 1 
EW = -^log.^^]^p. 

Comparant cette formule avec la valeur de D(c) donnée au § 88 , on 

trouve pour M', 

E 1 

M' = 

D Dl' 

Au moyen de cette équation , le calcul de la fonction incomplète 
eps. (f , s'abrégera par l'emploi des tables des fonctions complètes D 
etE. 
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CHAPITRE XI. 



Transformation du module dans les happa et dans les upsilon. 



§ 98. Si l'on appliquait la méthode des modules décroissants à la 
simple fonction kappa, la première transformée contiendrait une par- 
tie affectée de la fonction de première espèce dig . (c, ^) : par consé- 
quent , il convient , pour Funiformité des résultats, d'admettre une 
forme plus générale , et de considérer la formule 



-=/( 



sin.*© \dfû 
1 H-nsm. y / A 



C'est ainsi qu'au § 92 , nous avons traité des fonctions G au lieu des 
simples epsilon. 

Après avoir écrit la formule précédente , sous la forme 





11 — f 1 A -f- — • ■ ■ . ■ 




•/ \ n ni 4-nsm.''r / a 


si l'on fait 






sin.^f = i(l -4-c,sin.*f, — A, cos.ç»,), 




d<f 1 -4" C/ rff , 




A 2 A. ' 



comme au § 92, on aura 



,2 «/ \ n n l-*-in-*-inc,sm.'ç», — inA,cos.9>,/ a. 

Dans cette équation , le dénominateur de la fraction principale con- 
tient le terme ^nA^cos.'^,, qui parait empêcher la péduction de la 



( 175 ) , 

fonction H, à une autre fonction H^ de la même espèce. Pour nous en 
débarrasser, nous considérerons ce dénominateur comme la diffé- 
rence de deux quantités , afin qu'en multipliant cette différence par la 
somme des mêmes quantités, ou ait la différence de leurs carrés. 
Ainsi, nous multiplierons les deux termes de la fraction dont il s'agit, 
par le polynôme 1 -♦- Jn-f-inc, sin.*f, -♦-inA^cos.y, , et nous dési- 
gnerons par y le produit de ce polynôme par le dénominateur; ce 
qui donnera , après réduction , 

l-4-n-+-(nc, -4- in'c,-4- in^-¥- in'c/) sin.'y, = V. 

Ce qui est vraiment remarquable, c'est que V ne contient aucune 
puissance de sin. <f, autre que la seconde; d'oii l'on peut déjà inférer 
la possibilité de la réduction demandée. 
En effet, ayant posé l'équation 

(l-*-n) (1-Mi, sin."^,) = V, 

en la comparant à celle qui précède , nous en déduirons pour n, , 

n 

1-hn 
n 



= ■:; le, -f. n(i ^ ic, -4- le;)] 



et à cause de. c, == (§80), 

(1) n, =^ "^"-^^^^ 



{[•^by (iH-n) 
Alors , la fonction H deviendra 

1-4-c, /y B B l-+-in-+-inc,sin.'^,-4-inA,cos.^A 

%J \ n n(lH-n) 1-i-n, sin.>, "/ 

et si l'on fait , pour abréger , 

B B 

(lH-in) = M, =N, 



n(l-*-n) 1-4-n 
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on aura 



H^i±f:/TA^ i - M.. ((Mn,-io,N)sia.Y)| 



par où l'on voit que , si Ton pose 



B „ 4B 

A/== Ah M = Ah , 

n l-f-n 

H, =/(a, -. B, _!i^LV) ^ . 
c/ \ l-f-n, sm.ç»,/ ^, 

on aura , pour première transformée , 

â L ' l-f-n«/ l-*-n,sin.'f,J 

Par cette formule, la fonction H(n, c^ ç>) est ramenée à une fonc- 
tion semblable H(n^, c^^ f,) , dans laquelle les trois éléments n, c, f 
ont subi des changements propres à faciliter les approximations. 
Quant à l'intégrale qui entre dans son expression , on trouve aisément 
sa valeur 



/i 



Jo, COS.©. 1 . - . — . . 

= — m arc (tang. = k n, sm. f,)» 



l-f-n,sin.=*ç;, V/^ 

La même loi aura lieu pour les transformées ultérieures ; d'oiî ré- 
sultera une suite infinie de fonctions H(n^ Cf f)^ H(n, , c, , f,)^ 
H(n,, , c,, , f ,,) , etc. , telles qu'une seule étant connue , on pourra 
déterminer toutes les autres. On trouvera de cette manière , en se 
rappelant que 

2 c 2 c. 
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et en désignant par S le même produit qu'au § 83 , 

l^c, JB arc tang. (j/n, sin. f,) 
c 1 -f- n V/n, 

l^c, V/^ iB, are tang. (l/n„ sin. ^J 
c c, 1 H- n, l/«„ 



V^c, »/c( ) iB( ) arc tang. (V^) sin. y(j) 
C(j,_,)- 1+%-.) »^«W 



série dans laquelle on a pris 



H(,) = /Ta,.. -. B, '^'"•'n.) Yjm 



'''"' ^^'i-«(,)-.>(,J^ 



§ 99. Posons 9 pour abréger, 

c> H- 2n -^ n=* (1 H- n)^ — fc' 



k = 



(I^Z>)=*(1^«)^ (iH-ib)^(l -Hi*)^' 



et soit désignée par A/ x une quantité composée en c, v , <&/ > et n^ ^ , 
comme k Test en c^ i& et n; on aura 

B, =iÀB, 
B,, = iU,B , 



et pareillement 



A. :^ A -H ^ 



^B 



1 -f- n 

A„ = A-+- -t-- , 

1 H- n 1 -f- n, 

iB i*B U*,B 

A,„ = A -1- 



1 -h n 1 -♦- n, 1 -*- n,/ 



iB iifeB MA,B (i)^U,...%-9)B 

A/ N==: A -J 1 1 H H "• 

W 1 -+- » 1 -*-«,' 1 -I- »„ J -h »(fA_ ,) 

12 
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Nous dënioiitrerons tout à i*heure que B/ ^ s'évanouissant avec c, y 
l'intégrale H/ x se réduit à 

« 

et 5 par conséquent (§ 83) , à ^ 

a? désignant toujours rangle-limite. La valeur précédente de H devient, 
pour lors , 

u VA ^ i^ arc tang. (|/n, sin. ç),) 

H = ^A(|i,)a? • • :ii: 

c 1 H- n |/n, 

l^c, \/c„ JAB arc tang.(V^n,, sin. <»,,) 
W{ c ' c ' 1 -f- n, V/^ 

^^ V^ë^ y^ 8**/B arc tang.(V ^sin.y,,,) 

— etc. 

Cette suite étant prolongée jusqu'au terme dont le rang est fi. inclu- 
sivement, Terreur de la formule mesurée par les termes suivant», 
ne pourra être que de l'ordre c, ^^x ; de sorte que , si Ton ne veut 
pousser la précision que jusqu'aux termes de l'ordre c, x , on aura 
un terme de moins à calculer , tant dans la suite précédente que dans 
la valeur de S et dans celle de A, v. 

Les arcs de cercle qui entrent dans la formule générale (a) se chan- 
geraient en logarithmes, si n était de la forme — c^ sin.'O (§ -40) ; 
mais ce changement n'est sujet à aucune difficulté. 

Lorsque «p = ^t , tous les arcs de cercle disparaissent , et l'on a 
simplement H = sA, xar. Mais x est alors égal à Jr (§ 83) : par con- 
séquent, la fonction complète a pour valeur 

H(n, c, iT) = LA(j^jiT* 

On peut remarquer que la valeur de H , exprimée par les trans- 
formées successives, se terminerait d'elle-même si l'on avait une 

des égalités 

ife=0, it,==0, A„=0, etc. 
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En effet , ces égalités reviennent à 

n=— l-f-6, n,=— 1h-6,, »^^=— -1 -^6^^, etc., 

et Ton sait qu'alors la fonction H se réduit à un digamma (§41). 

§ 100. Nous avons vu au chapitre V, que tout kappa peut s'expri- 
mer par un autre kappa ayant pour type du paramètre 

fi = csin.d, ou i» = — c^'sin.'e. 

Soit d'abord 

ns=csin.^, 

et faisons n, == c, sin. ô^ : en substituant à n et à »^ ces valeurs dans 
l'équation (1) , on en déduit 

CH-sîn.O 

sm. &, Œ sm. S. ■; : — =■ ; 

1-f-osin. 9 

ce qui prouve que sin. 0, est non-seulement moindre que l'unité, mais 
aussi moindre que sin. 6. En effet , pour que cette dernière condition 
soit remplie, il sufQt que l'on ait 

c + sin. < 1 + c sin. ; 

inégalité qui revient à 

. (l — c)sin. 0<1 — c, 

et, par conséquent, à sin. < 1 ; ce qui est toujours vrai. Ainsi , dans 
la suite des paramètres 

n, n,, «„, etc., 

chaque terme est non-seulement moindre que le terme correspondant 
de la suite 

mais la première série décroît plus rapidement que la seconde^ 

Soit maintenant 

«acs — c'sin.'d: 

on pourra faire, comme dans le cas précédent, 

n, = — c/ sin=*d, , 

et l'angle B^ sera déterminé par l'équation 

sin. COS. 9 



( 180 ) 

ce qui est la même loi suivant laquelle f, se déduit de ^ (§ BO). A la 
série des modules 

correspondra donc la suite des paramètres 

— c' sin.'^O , — c/ sin.'d, , — c,^' sin.'fl,, , etc. , 

tlont chaque terme est, comme on le voit, beaucoup plus petit que 
le terme correspondant de la première suite. 

La discussion qui précède nous ayant fait connaître l'ordre de 
grandeur du paramètre *»/„), venons à celui du coefficient B/ v. D'a- 
près la valeur de cette quantité , elle est de l'ordre ^(»_I^ 5 et d'après 
l'expression de k en n, il est évident que ^f»_,) est au plus de l'ordre 
n, V. Mais si l'on a n = — c' sin.^'O , on a aussi 

et comme c'/ n est de l'ordre c, s , en vertu de l'équation 

il s'ensuit que , dans ce cas (qui est celui des kappa logarithmiques) , 
C/ X , **(»_,) 5 *(M_ ,) et B. X deviennent négligeables en même temps. 

Il en serait de même si le type du paramètre étant ft=csin.9, 
on avait sin. 0=c, ou sin. <<?. En effet, d'après la loi de progres- 
sion des angles , 0^ , 0^^ , etc., leurs sinus décroissent plus rapide- 
ment encore que les modules c, c,y c^/, etc. Si Ton avait sin. 0> c, 
il suffirait de calculer un terme de plus dans la série (a), et dans 
celles qui en dépendent , pour atteindre le même degré de précision. 

§ 101. Pour transformer les valeurs de n, et de k de manière à les 
approprier au calcul logarithmique, soit A un angle auxiliaire tel 
que 



sm. A = 



l/l-4-n 
d'où 

W l^n=-,-^; 

sin. A 
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ce qui est possible pour les deux types du paramètre 

n=:csin.0, et «= — c** sin.'ô : 
si Ton fait pareillement 

1-hn. = -: 



sm.^A, 



Tangle \ se déduira de Tangle A par cette formule, aussi simple qu'é- 
légante, 

(â) ..... . tang. ix, = ~— , 

i^b 

et le paramètre n, se déduira de n par la relation 

^C, COS. ''A 

W.= W ■' ' ' 



c 



Des équations (2) et (3) on tire sur-le-champ 

1 -f- n = 6 cot.'jA, ; 
par oii la valeur précédente de k devient 



A c 


1 -^ny 


b' 


1 




cot.H>,"- 1 


(1 


^bY{\-^nY 


(1-^ 


by 


cot.HA, ' 


et , il cause de 












b ^' 


kb 

" {x^by 


et de 


tang.'' 


i^= 


1 


"f ' 


COt.^iA, ' 


on peut écrire 














Ab 


cot.^ 


2^/ 


tang. 


'iK 






cot.' 


iK 




Mais les formuler 


i trigonomélriqu 


es 






cot.H^ = 


(1 H-C08. 

sin.^'A 




tang. 


'4\ = 


(l —COS. A,)' 

sin.^A, 


donnent 














cot. iA, - 


- tang 


.H\ = 


-4 COS. A, 




sin 
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par conséquent 

5/ COS. A. 6/ sin.'A 

ifc = — • ^ = — • COS. A, ; 

b sin.'A,cot.H\ *' sin.'A, 

d'où 

k 1 

= COS, A,. 

1 -f- n^ 1 -H n 
On trouve de même 

kk. 1 



1 -4- n,, 1 -♦- n 



COS. A^ COS. x„ , 



// 



--s .^ COS. A, COS. A^, COS. A^,, , 



/A/ 



etc.; 



A(^j= A -f- ■- I 1 -+- - COS. A, -4- Y COS. A^ COS. A„ •+- 

^ izn ^^®- ^' ^^** ^'/ ^«- V- ' 

et finalement 

I VT, 1 arctang. (V/n^sin.ç>,) 
. ,_^'^<?. ^^<^// ^ ^^ , arctang.(V/ïï^sra.'^,,) 

/ ts \ j -♦ -• • — COS.A,» 

|/^ k^ V/^, 1 arctaDg.(|/^sia.y ,/,) 

■♦ • • •— COS.A,COSA^,» — 

-f. etc. 

§ t02. La formule d'approximation que nous venons de donner 
pour déterminer la valeur des fonctions H , peut s'appliquer à tous 
les cas , et le plus souvent il ne faudf a calculer que fort peu de 
termes pour obtenir un grand degré de précision. Cependant, si la 
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diffi^ence 1 — c est assez petite pour que 6' puisse être nëglig^ë , on 
pourra intégrer immédiatement la formule 



/*/ Bsin.> \ df 

H = / A-4-- r-V — ' 

^ \ 1 -f-i»sin.''y/ A 



en mettant cos.-^ au lieu de A , ce qui donnera 

B arc tang. (\/n sin . y) 



H= ( A -*- llog.tang.(45»-*-y) — 

\ 1 -f-n/ 



iH-n yn 



Cette intégrale est rigoureuse lorsque c=3l; mais s'il y a une diffé- 
rence, quelque petite qu'elle soit, entre 1 et c, elle ne pourra s'appli- 
quer sans erreur , à des valeurs de ^ plus grandes qu'une certaine 
limite. En effet, la quantité a qui, en général, estV^cos.'^+ ib'^sin.''^, 
ne se réduit à cos.^ que lorsque cot. f est censé beaucoup plus grand 
que b. C'est pourquoi , il convient de chercher une formule qui donne 
la valeur de H pour toute valeur de ^, toujours dans l'hypothèse 
qu'on puisse négliger les termes affectés du facteur h, élevé au carré 
ou à une puissance supérieure. 

Pour y parvenir, j'écris la fonction H sous la forme 

/ B \ ^ B 

et il restera à déterminer P par la formule 

«/ (l -+- « sin.''^)A 
J'observe ensuite qu'on a 

cos.ç) b^êin.^<i> 



A a(C0S.^ -4- a) 

donc , si Ton fait 

^dfCOSf sin.^^ 



/^ 2a^cosv^sm.^ 
^ (l -♦-«sin.'*y)A (cos.'^ H- a) 



on aura 



arc tanR.(l/n sin.©) 1 , _ 

Vn ^ 
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ainsi , tout se réduit à trouver une valeur approchée de l'intégrale Q. 
A cet effet, j'observe qu'on a co8.f+ A<â^ , et co8.f+À> 2cos.^ : 
donc , si l'on fait 

^ ^ df sîo.> _ / ^ rfycos.ysin.^ 

^ (1 -+-«8in."y)A ' ^ (1 H-«sin.'y)(l — c'sin.'f») ' 

on aura Q < Q' et Q > Q". Or , en premier lieu , la combinaison des 
intégrales P et Q% donne 

II 

(l^.„)Q' + P=/^; d'Où résulte Q'^ '^'^t'^^-^ : 

donc on a 

P ^ arctapg.(|/n sin.y) J^ .. , a ^ .IL. p 
yn 1 -h n 1 h- n 

ou en écrivant, dans le second membre, au lieu de P sa valeur 
donnée par l'équation (4) , 

ifc" \arctang.(ï/«8in.©) ^6^ ,. ^ ^ JM 

--=; c!ig.(c,3.) 

iH-ny ,|/« iH-n 1-4-n 



inégalité dans laquelle on pourra négliger le terme en b*. 

Cherchons maintenant la limite supérieure de P. On trouve , par 
l'intégration directe de la valeur de Q", 

1 /l-4-csin.9\ l /i/~ . 

(c''-f-«)Q"= — log.f ir arc tang.(K « sin.ç)) , 

2c \^ 1 — csin.yy \/n 

ou (en rejetant les quantités de l'ordre 6'*, qui n'en produiraient que 
de l'ordre M dans P, lors de leur substitution dans l'équalion (4), ) 

1 /! -Hcsin.^\ l -_ 

(1 -H n) Q' = - log.f arc tang. (k n sin.y) ; 

2 \1 — csin.j/ |/n 
donc on a 

ia\ n^A i^' \arctang.(V/nsin.v) Ib"" /l-^csiIl.v^ 

(6).P< 1-^;—- —n log. ^ , 

\ 1-i-M/ vn • 1-4-» \ l—csin.'^y 
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La plus grande différence entre les deux limites de P données par 
les inégalités (5) et (6) , a lieu lorsque f)ss=:90®; et comme on a , dans 
ce cas , 

D(c) = los.(i),los.(l^)=21og.(?). 

cette différence est égale à yi^'i log.2. Ainsi, elle est de Fordre-des 
quantités qu'on veut négliger, et Ton a , avec une exactitude suffi- 
sante , 

P = — zz arc tang.(l/n sin.y») ^ dig.(c, f) ; 

\/n 1 -4- » 

ce qui donne , pour la fonction cherchée , 

„ / , ^ \a' i' \ ^ ^^^ tang.(V /n sin.y) 
H= Ah- dig.(c,^) — » 

\ 1.-4- nj 1 -♦- n yn 

et , pour là fonction complète , 

arctang.(K n) 

§ 103. Les valeurs précédentes sont celles qu'il convient d'employer 
si la différence ^Ti^.ilog, 2 est assez petite pour être négligée , et 
c'est ce qui a lieu chaque fois que n est positif, ou de la forme 
n=cot.'0; mais il n'en est pas toujours de même si n est négatif. 
Le cas de n:= — c' sin.^'d^ ne souffre aucune difficulté si n'est pas 

trop près de 90", parce qu'alors reste une quantité très-petite : 

seulement , il faut changer alors l'expression °''°(^°°g- = — ^ ""' ^^ en 

celle-ci ; _ . ^ » log.v t ■. — t-. — ). Mais si, en même temps, est 

Irès-près de 90", le dénominateur 1 -f- n équivalant à 6'-4-c'cos.'0, 
devient très-petit. Cependant, tant que cos. est beaucoup plus 

grand que 6, la fraction —j- ou n — i — ^ ? reste trèé- petite, et la 
méthode précédente est applicable; mais si cos. est une quantité 
très -petite de l'ordre 6, ou d'un ordre supérieur, la fraction—— 
cesse d'être négligeable. Pour obvier à cet inconvénient, il faut re- 
courir au § 41 , ou Ton a vu que tout kappa qui a pour paramètre 
♦» == — o"* sin.'0 , peut être transformé en un autre kappa ayant pour 
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paramètre m=t= — c'sin.'A, pourvu qu'entre le* angles ô et A on ait 
la relation h tang.9 tang. A sîs: ] , qui revient à (§ 19) 



donc , des deux facteurs ~^ , -~^ , il y en a toujours un plus 
petit que h; dWi il suit, qu*à l'aide de la transformation de kal.(0,c, r) 
en kal. (a, c, ^)> si elle est nécessaire , Terreur de la formule n'excédera 
pas les quantités de Tordre h. Dans le cas le plus défavorable, qui^. 
est celui ou 1 -4-n = 1 -i- m== fc, Terreur absolue sera égale à i 6 log. 2; 
mais alors la fonction complète a pour valeur 






par conséquent , Terreur relative , qui a pour mesure le rapport de 
ces quantités, ne s'élèvera qu'à Tordre fc'. 

Lorsque w = — -^r—^ , la fraction — — est négligeable, si tang. n'ex- 
cède pas Tunité : dans le cas contraire , on ramènera le kappa pro- 
posé au type n = — c'sin.'^ô, que nous venons de discuter. 

Lorsque n =: — 1 h- 6'sin.'0 , on élude la difficulté au moyen de la 
formule (a) du § 38 , qui sert à transformer tout kappa circulaire 
dont le paramètre est négatif , en un autre kappa , à paramètre po- 
sitif. 

§ 104. Lorsque le module c n'est pas assez voisin de Tunité, pour 
que h^ soit de Tordre des quantités négligeables , on pourrait croire 
qu'il convient de recourir à la méthode des modules croissants, comme 
nous l'avons fait pour les digamma et les epsilon. Mais les formules 
auxquelles Legendre est parvenu par cette méthode , sont si compli-. 
quées et d'une convergence si faible , que cet habile calculateur 
conseille lui-même de s'en tenir à la méthode des modules décroissants, 
quand bien même il faudrait calculer quelques modules et quelques 
amplitudes de plus , pour obtenir Tapproximalion désirée. Nous fe- 
rons observer , en outre , que si le kappa proposé est circulaire , on 
pourra toujours le faire dépendre d'un autre kappa du module h 
"( module qui sera d'autant plus petit, que c sera plus grand), au 
moyen des formules (e) ou {e') du § 56. Si le kappa est logarithmique, 
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on le réduira à deux upsilon , que l'on calculera , dans tous les cas , 
avec autant de facilité que les fonctions elliptiques de la seconde es- 
pèce, par les formules qui seront données ci-après. Ainsi , Ton 
pourra toujours se dispenser d'appliquer la méthode des modules 
croissants , aux fonctions elliptiques de la troisième espèce. 

§ 105. Il existe pour les kappa circulaires , une propriété analogue 
à celle dont jouissent les angles des paramètres successifs n, h^ , n;,, 
n,,,^ etc., pour les kappa logarithmiques (§ 100). Soient 

n^=:ic'^ tang.^'A , n, = c/ tang. V ' 
si Ton fait 

tang.^'A = — sin.'âc, tang.'^ = — sin.'^, 

les deux fonctions kap. (n , c , f } , kap. (fi^ , o, , ^^ ) , de circulaires de- 
viendront logarithmiques , c'est-à-dire qu'on obtiendra 

kap.(c'tang.^A, c, y ) == kal.(<x, c, ^ ) , 
kap.(cnang.>,c,, y,) = kal.(C,c,, y,) : 

par conséquent , l'on aura , entre les angles a et C, la relation 

(7) dig. (c, «) = ii^ dig. (c„ <r) , • 

dont la traduction algébrique est 

(l-4-i&) tang. a, 
taDg.C=: \ ; '^\ ', 
1 — Dtang.'^âc 

ce qui donne , en mettant au lieu de tang. a et de tang. € leurs va- 
leurs \^ — l sin. A et |/ — 1 sin. fi. , 

(Ih- i&) sin. A 
sin. ^=-- — ^. ■ 
l-+-osin. A 

Mais on a aussi (§25) 

dig. (c, «) = i/^dig. (A, A), 
dig.(c„<r) = V/-ldig.(i,,/t): 

il vient donc, en remplaçant ces quantités par leurs valeurs dans l'é- 
quation (7), 

* 1-f-C? 

dig. (h, A) =-^ dig. (6,, fjL). 
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Ea comparant cette équation à celle qui lie dig.(C; f) à dig. (c^, ^^), 
on a la proportion 

dig. (b,x): dig. (b,,fi):: dig. (c, f) : dig. {c, , y,) ; 

par où l'on voit qu'il serait très-aisé de conclure l'angle fc des angles 
A , 9} , et ^^ , à l'aide des tables de digamma. 

On peut observer que les modules complémentaires remplacent, 
en partie , les modules primitifs , dans ce qui concerne les kappa cir- 
culaires. Cette remarque , jointe à celle que nous avons déjà faite au 
§ 59 , semble indiquer que ces transcendantes sont réellement d'une 
nature plus composée que les kappa logarithmiques. On trouvera au 
chapitre Xlll , une nouvelle confirmation de cette conjecture. 

Remarquons aussi qu'il résulte de l'équation (1), que si le paramètre 
de la fonction proposée H(», c, y) , est de la forme «= — 1 -f- fc'sin.'d, 
celui de la transformée H(n, , c, , ^,) est positif. 

§ 106. La transition des kappa logarithmiques à la fonction upsi- 
lon, est trop naturelle pour que nous ne cherchions pas à vériOer, 
si la double méthode des modules ne s'appliquerait pas avec succès 
au calcul de cette transcendante. D'abord, en faisant A = l, 
B=c'sin.^0, n= -— c^sin.'d, la formule (o') du § 101, devient 

kal.(9, c, f) = 2A^^«? 

1 1 /l-f-c,sîn.6,sin.5?, \ 

— ^. log./ '- 

V^c^ sin.O, \^ 1 — c^sin.O,sia.y,/ 

I 1 icos.A /l-+-c„sin.O,,sin.'y„ 
Icsm.^aiH log. 

I 1 icOv"».A,cos.A, /l-+-c„,sin.O„,sin.-J,,,^ 

+ — =• '«g-f ' 

|/c,c„c,„ sin-0>,, V 1— ^//,8in.G,„sin.'^,„ 

\-+- etc. : 

A, N représentant la série 

!, 1 1 

l-H--C0S.A,-t-7C0S.A,C0S.A -f- ...... 
1 
.... H ---C0S.A,C0S.A,^C0S.A„,...COS.A, V 
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et les angles A,, A,,, etc., étant donnés par la formule générale 

COS.A/ X = — > 

I 

dans laquelle A(u)W désigne, par abréviation, le radical A(c, v, ô/ v). 
Nous avons déjà remarqué que B, se déduit de.d suivant la même 
loi que ^^ se déduit de ^ ; d*oii il suit , que si 6 = ^, on a aussi d,=:f^, 
0,,=:y„, etc. Or, d'après l'expression de T(y) donnée au § 67, il 
vient, en écrivant 9» au lieu fie Q dans la valeur précédente de 
kal.(d, c, ^,), dans celle du coefficient général cos.A/ x, et dans celle de 

— - log.(l — c' sin.4y) — - COt.y A(^). l^^^f 

1 1 , /iH-csin.^o 

log. ^ 



V c, sin.^^ \^ 1 — c,sin.'ç?, 

1 1 c,cos.y, 4 /^lH-c„sin/^ 

1 sin.fCOS.^jH -' • log. 



7.0- ( yc,c„ 2 A, sin.ç,,, V 1— c„sin.'î>„ 



8 



1 1 c,cos.fi^ c^cos.f^, 1 /l-4-c,„sin.*ç> 

•log. 



etc., ' 

|c*sin.'ç)( 1 c^cos.^/ 1 c,c,, COS. ^, COS. ç>,. 



(,)-*-— ^^|--2 A, ^4 



A. A 



/""// 



1 C,C„C,„ COS. î», cos . y ,, COS. y,,, 

-h etc. 



8 A,A.,A„, 



Mais , d'après le § 80 , 



c sin. y cos. ^ 
sin. 0), = • , 

C, " sin. y^ COS. ^^ 
sin- ?„ = -T— :• — , 

etc. ; 
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d'où 

c, COS. f, l/c^sin. f„ 

^, sin. f^ 

. etc. : 

substituant toutes ces quantités dans les deux formules précédentes , 
elles deviennent * 

8t(^) = 4 dig. f [eps. y -f- cot, î'A(f))] 
— 2 log.(l — c'^sin.^y) — 4cot.39. A(f)«2A/ xi? 

/lH-c,sin.'a>A , /lH-c,,sin.%,A . /l-f.c,„8Înî^,,A 

1 k^sin.^,( ^-. 1/ . . ly . 

^rv a COS. y (2 4 



Pour sommer la série du second membre de la dernière équation , 
nous remarquerons que , d'après le § 97, 



eps . f 2Mx \/c, sin . y, 1/ c,c„ sm . o„ 

= — r— H 1 ; h etc. ; 

d'où 

1/ — l 

A/„N :^ 1 H ' • —^ (eps. û— 2Mir)= 1 4 (eps.o — 2M«?). 

^l*^ c cos.^^y^*^ ^ ' ACOt.ç>^ '^ ^ ^ 

Mais l'on a les relations 



dig.y = 2jf, E = 2m|, D = 2|: 



donc 



Ar»^ = 1 -4- - 
^^^ A cot. ^ 



— (eps.,_-dig.y), 
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et la valeur de 8T((p) se réduit à 



4E 

8r(^) = — dig.> — 21og. (l— c^ sin.-*^) 



\l— c„8in.'f„/ 



. ar» ,0g. /;---(.-)-■-;(.-.) 

Vi-V-.)»"»'f(i^-.) 

d'où Ton tire , en faisant ^ = ^r , 

TiT=iDE — ilog.fc, 
comme au § 66. 

§ 107. La série précédente se simplifie extrêmement au moyen des 
relations 

siH. ycos.y ^* 

Sin. f)^ = (1 •+•/&) , (l-4-i&)^ = — ; 

d*oii Ton déduit 

log.(l-f-csin.'ç>)-f-log.(l — csin.*ç>)==log*(l-4-c,sin.'^,) — 21og. (-1 • 

En effet , en écrivant T(y) sous la forme 

1 E 1 

^(?) = «• 5 ^^S-'î' "~ î t^^S- (1 -t-csin.» -f- log.(l — csin.'^)] 

-»- g l<>g- (1 -«-<^/ sin.=*f , ) — - log. ( l~c, sin.^'î», ) 
-♦- etc., 
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on obtient 

1 E 1 /^ 

— etc. ; 

m 

ce qui donne , par des substitutions successives , 
(b) n?)='l'làig.^f 

I 

§ 108. Pour appliquer aux upsilon la méthode des modules crois- 
sants , nous prendrons la valeur de eps. <f trouvée au §97 , qui est 

eps. y = S'M' log. tang. (45« -4- i<f^^) h-cy(ac). 

Cette équation , combinée avec les suivantes 

dig. y = S' log. tang. ( 45« + i y(f^^) (§ 86) , 



M' = r - —,(§97), 
D 1)1' ^ ^ ^ 



devient 



Es'— l 
eps. 'f = dig. y. --^^ -4- c^{fA) : 

do 
multipliant les deux membres par — et intégrant , on a 

A 



El' 1 /> 



Dans le développement de y(^), que nous avons donné en série con- 
vergente au § 93, on a une suite de termes de la forme C sin. ç)^'*^ 
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dont chacun devra être multiplié par 



M 



Vc |/? VV' J/^ô^^ a("' 



• • • • 






ce C • • • • c 



Ô^.!LI 



rfï.^") 



(n) » 



puis intégré; mais Ton trouve sans difficulté 



(8) — y* 



■sin.^) rf»(") 1 



,y 



(") 



1 



C^")c08./''> 






1 



(o+l) 



(§78), 



et Ton tombe ainsi sur la série convergente 



(*') 



j. , EL'— 1 . 1 

ï(?) = i^ig-'? ^^. -^ c log. •- 



2 (c log. - - - log. -) 
4(c"log.J,-^,„g.l) 



^2»^ 






V^cCH'-O , 1 
log. 



.(H-) 



W ' 



Remarque* En multipliant par -^ tous les termes de l'équation (a) 
du §92 , et en profitant de Tintégrale (8), on parvient immédiatement 
à la formule {h) , déduite de la considération des kappa logarithmi- 
ques ; ce qui offre une vérification très-satisfaisante des diverses 
formules qui nous ont conduit à ce résultat. 



13 
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CHAPITRE XII. 

Théorème de M, Jacohi, 



§ 109. L'échelle de modules dont nous avons traité jusqu'à présent, 
a été découverte par Lagrange en 1784. La loi de sa formation est 
très-simple ; mais cette loi peut varier , et , par conséquent , il peut 
exister différentes échelles de modules. Longtemps après Lagrange 
(en 1823), Legendre en découvrit une seconde, dont la loi est plus 
compliquée, mais qui jouit de propriétés analogues i^). £nGn, peu 
de temps après, M. Jacobi a démontré qu'on peut former une infinité 
d'échelles de modules , à chacune desquelles correspond , par consé- 
quent , une infinité de transformations diverses du même digamma , 
en d'autres fonctions de même espèce , dont les modules et les am- 
plitudes sont tons déterminables par des opérations algébriques. 

Le théorème de M. Jacobi peut s'énoncer de la manière suivante : 

u Soit p un nombre impair pris à volonté , que j'appellerai l'm- 
» dice : 

» Soit a, , «2 , «3 a , une série d'amplitudes qui correspondent 

)> aux équations transcendantes 

1 2 

P P 

dig.(c, a3) = -D(c) dig.(c, a ) = D(c) : 

P P 

)) Soit 

^is(c; f) = /^ <*iS-(*; rtî 
)> une équation transcendante hypothétique, dans laquelle l'ampli- 



(*) Traité de$ fonctions elliptiques j tome I , chap. xxxi. 
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:i tude & peut avoir une valeur quelconque, depuis zéro jusqu'à 
)> TinGni : 

n Je dis que le module secondaire A/ le coefficient /u, , que j'appeU 
» lerai le régulateur, et Tamplitude rp , pourront toujours être dëter- 
» rainés en fonction du module donné c , du nombre donné p , et 
» de Tamplitude donnée ^. La relation entre ^ et ^ sera 

\k) l — sin. ;- == 

. , , sm.an-î/ \ sm a»-4/ \ sin.a, 

(Izfisin.^) 



.^ • I 



l — c'sin.'^^sin'^ûCj 1 — c'^sin.*^sin.*a^ 1 — c'*sin.''vsin.'«;?_i 

» dans laquelle on prendra les signes supérieurs ou inférieurs , selon 
» que p sera de la forme 4n -t- 1 ou 4n — l . » 

La démonstration de cette belle propriété des fonctions elliptiques 
de la première espèce (*) , a reçu le dernier degré de rigueur , dans 
les suppléments dont Legendre a fait suivre la publication de son 
traité. Mais celle qui nous a paru mériter la préférence^ sous le dou- 
ble rapport de la méthode et de la clarté , a été donnée par le célèbre 
Poisson, dans un rapport sur l'ouvrage de M. Jacgbi (**). Elle se 
divise en trois parties , que nous allons exposer successivement , avec 
les modifications et les développements que nous avons crus néces- 
saires. 

I. 

§ 110. Considérons la différentielle 

dx 



V/(l ^ax) (l —a'x){ 1— a"ar) (l ^a'"x) 

dans laquelle a, a', a'\ a'", sont des constantes données, et propo- 
sons-nous d'y ramener une autre différentielle de la même forme , 

savoir ; 

fjidy 



V/( l - 6y) ( l - b'y) ( 1 - b"y) ( 1 - b'-y) 



(*) Legendre a prouvé qu'elle se vérifie d'une manière analogue pour les fonctions 
de seconde espèce {Traité des fonctions elliptiques, tome III , page 59). 

(**) Lu à l'académie des sciences, le 21 décembre \S^9 .{ Mémoires ds V Institut y 
tome X). 
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en prenant pour y une fonction rationnelle de ^^ et en déterminant 
convenablement /te , b, h', h", h"\ en fonctions de a, a', o", a" . On 
suppose ces quatre constantes inégales, ainsi que h^ b'j h'\ b'" \ de 
de manière que ces différentielles ne sont point intégrables sous 
forme finie. 

Désignons par U et V deux fondions rationnelles et entières de x , 
premières entre elles, Tune du degré/?, l'autre du degré jo — 1. Pour 
que leur rapport y=^ soit une intégrale de Téquation 

dx fjidy 



)/{\-ax) (\--a'x)(\-'a"x) (l-a'"x) i/(l-6y) (l-ô'y) (\-h"y){\-b'"y) 

il faudra qu'en substituant à y sa valeur y , dans Téquation précé- 
dente , le résultat 

(1) (V — fcU)(V— &T)(V— ib"U)(V— r'U)=: 

/ d\} dSV 

fj,-[\^ax)(\ — a'xi (l_a"i;)(l — a'"^) V— — U— ) 

\ OrX OX J 

soit identiquement vrai. 

Lorsque les polynômes (J et V renferment un grand nombre de 
termes, la substitution dont il s'agit devient excessivement laborieuse, 
quelquefois même impraticable. C'est pourquoi nous allons cher- 
cher à remplacer la condition exprimée par l'équation (I), par une 
autre plus aisée à vérifier. 

Lehme. Soit T un troisième polynôme en x : si la valeur y = y 
rend identique l'équation 

(2) (V~6U)(V— i'U)(V— Z>"rj)(V— ib"T) = 

{\-ax) (1 — a'jr) [\--a"x)[\-a'"x)l' , 

je dis qu'on aura nécessairement 

_ / dU rfV\ 

\ dx dx / 

A étant une constante; d'où il suit que, si A était précisément égal à /u, 
les équations (1) et (2) seraient les mêmes , et que , par conséquent, 
la valeur y = y rendrait identique l'équation (1); condition qui 
équivaut , comme nous l'avons vu, à la vérification de l'équation 
différentielle proposée. 
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Pour démontrer le lemmc précédent , je fais observer : 

1" Que les deux polynômes U et V étant premiers entre eux, et 
les coefficients b, b'y b", b'", inégaux, les polynômes V — fcU, V — è'U, 
V — /b"U, V — 6'"U, sont aussi premiers entre eujc ; 

2" Que si les facteurs du premier degré en x du polynôme T, sont 
représentés par X, X', X", etc., ceux de T"* sont X', X'% X"', etc., 
que j'appellerai facteurs doubles ; 

â° Qu'il résulte de ce que les polynômes V — 6U, V — i&'U, etc. , 
n'ont pas de facteurs communs , que les facteurs doubles de T^ ne 
peuvent provenir de la multiplication de deux facteurs égaux con- 
tenus dans deux polynômes différents , et que , par conséquent , 
T^ n'aura pas d'autres facteurs en x que les facteurs doubles d'un ou 
de plusieurs de ces quatre polynômes ; 

4° Que, réciproquement, puisque les coefficients a^a\a'\a"\ 

sont aussi inégaux , tous les facteurs doubles des quatre polynômes 

précités (facteurs que je désignerai par F', F'% F'"*, etc.) ne peuvent 

être compris que dans T' ; d'où il suit que T* doit être de la forme 

T' = /•(ar).F^F'^F"^.....; mais en vertu de la remarque â" , T' n\a 

pas d'autres facteurs en x que F% F'% F"% etc. : par conséquent, 

f{x) se réduit à une -constante, que je dénoterai par V ; ce qui 

donnera 

T = x'.F.F\F'\... ; 

5** Que p étant le degré de U, le premier membre de Féquation (2) 
sera du degré h'p. Ainsi T"* doit être du degré h'p — 4 , et , par con- 
séquent , T du degré 2jo — 2 ; de sorte que ce nombre 2p — 2 sera 
celui des facteurs F, F', F", etc. ; 

6° Qu'il suit de l'identité 

(V —6(1^)0) ~ _ u-!^ — ^ = V- — u— , 

dx dx dx dx 

que tout facteur double de V — b^^^l^ est un facteur simple de 
V~. — U^(*). Par conséquent, ce polynôme renfermera le produit 

(*) En effet, fW* étant uiji des facteurs doubles du polynôme V — ft^f^^U , le po- 
lynôme dérivé - — ^ — -, et, par conséquent, le premier membre de Tidentité 
précédente ne sera divisible que par la première puissance de F^H-). 
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de tous les facteurs F, F', F", etc.; ce que nous exprimerons en 
écrivant 

dV d\ 

V U— = J^).F.F'.F" ; 

dx dx 

équation dans laquelle le secîond membre doit être au moins du degré 
2p — 2 , puisque , d'après la remarque précédente , ce nombre est 
celui des facteurs F, F', F", etc. Mais, puisque U est du degré />, et 
V du degré p — 1 , le premier membre est précisément du degré 
2/1 — 2 ; d'oii Ton conclut que ^(j?) est une constante. 

En rapprochant l'équation T= A'F.F'.F"...., de la précédente , 
on voit qu'elles coïncident , à un coefficient constant près ; ce qu'il 
s'agissait de démontrer. 

Dans l'application que nous voulons faire du lemme ci-dessus 
aux transcendantes elliptiques , il suffira de considérer l'équation 
différentielle 

/gx ^ ^ ^^ ^ f^y ^ 

dans laquelle c est une constante donnée , et /te et jk sont des con- 
stantes inconnues : Féquation (2) sera alors remplacée par celle-ci 

(-4) . . (Y'~U')(V=^— ifc'U=»)==(l — a;^)(l-c'j?')T\ 

De plus 9 si nous faisons ^=sin.^y ^ssin.*/», l'équation (3) deviendra 

d'^ fjd^ 



— y 



ce qui donne ^ en prenant les intégrales de ses deux membres, de 
manière qu'elles s'évanouissent avec les variables î* et ^ , 

u. 

§111. Soit , en général , 

%-(c, 't) — dig.(c, 0) =dig.(c, cT) ; 
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d'après les formules du § 18 , on aura 

sin.^cos.ôA (c, 0)-+-sia.9cos.^ a(c, '^) 

sin.(7= ;; —. — ; — : r; : 5 

1 — c sin« <psin. 

sin.^eos.d a (c, fl) — sin.O cos.ç» A (c, '^) 

8in.cr= z , . a — : — ; î 

1 — c sm. ^sm. 

d'où résultent les équations 

2sin.y COS. 9 a(c, ô) 
sin.(T H- sin. cr= 



sin.O" sin.of = 



1 — c^sin.^^sin.'â 
sin.^'y — sin.'^ô 



1 — c' sin.^|)sin.^0 

donc 

(1 — sin.ff) (1— sin.er) = 

1 — c^sin.>sin.^0-f-sin.'*y — sin.'ô — 2sin.^cos.0A(c, e) 

1 — c' sin. 'f sin. 'ô 

Désignons par dig. (c, e) et dig, (c, ô') deux digamma complémen- 
taires : on aura sin. ô'= -^^), et le produit précédent deviendra 

[^ sin.aX* 

\ sin.9 y 

(5). . . (l— sin.O-) (l—sin.<;)==-—; -—. — - — : — r~- • 

v^ ^ '^ ^ 1— c sin. fSin. 

Prenons 6 =amp. — : nous aurons ô'=amp. '—^D j d'oii il suit 
que , si Ton écrit a^ au lieu de S, il faudra écrire a^_^^ au lieu de 6'. 
Soit aussi dig. (c, f) = z: on aura 

mD ml) 

dig.(c, (7) = i5 -4- , dig.(c,<:r) = ^ , 

et , par conséquent , 

/ wD\ . ' / mT)\ 
sin.o-=sin.amp. I jsh 1, sm.cr=sin.amp.l « 1. 

Soit encore sin.f=a?, sin. ^=y, et l'équation (5) pourra s'écrire 
sous la forme 

I : 



fl— sin.amp.Un j 1— sin.amp.U j 



sin.^^— m, 



COS. «m 



'«^ 1— c'':r'sin.'*<Xm 
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De plus , si l'on se rappelle que le signe du sinus de l'amplitude , 
change avec celui de l'amplitude , et que ce dernier change avec le 
signe du digamma , on pourra mettre — x et — 2 à la place de x et 
de js, et l'on obtiendra cette double expression 

Idrsm.amp. JBH Idbsin.amp. a |= --f-— — . 

§ 1 12. Considérons maintenant l'cquation (A) du § 109, et écrivons- 
la , pour abréger , de la manière suivante 

^ ^ 1— c'^r'sin.'ât^ 1 — c jr'sm. jt^ 1— c^a? 'si n. ''«;>_ i 

en vertu de la formule de transformation qui termine le § précédent , 

, cette équation devient 

(I:q=sin.amp.g)P 

v'/ • • • • * — y= — i 1 ; — ♦ 

COS. a, COS. rt^.,.. COS. ap—i. 
P désignant le produit des /> — 1 facteurs 

[1] . . I±:sin.amp.(i5 DL [2] • • Idbsin.amp.fa-»- — Dj, 

[3] . . Iqûsin.amp.la DJ, [i] . . tqpsin.amp.[s-f- -«Dj, 

[5] . . ld=sin.amp.[js DJ, [6] . . l±sin.amp.(a-4- -DL 

[7] . . Izpsin.amp.fjs .D], [8] . . lqpsin.amp.ls+ - D j, 

[9] . . Idbsin.amp.fjs DJ, [10] . . Idzsin.amp.fiSH — D), 

/ 12 \ / 12 \ 

[11] . . lipsin.arop.li^ -D], [12] . . lq::sin.arap.l;8-{ — Dl, 

[18] . . Idzsin.amp.ljs Dl, [14] . . Idzsin.amp.l^H Df, 

[P — 2]' 1 — sin.amp.f5 DJ, \_p — 1] . l—sin.amp.faH ^DJ, 

qu'il s'agit de transformer de nouveau. 
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A cet effet, je décompose le produit P en trois autres P', P", P"% 
tels que 

P' désigne le produit des facteurs notés par les numéros d*ordre 
m» 12], [5], [6], [9], [10], [18], [U], etc.; 

P" le produit des facteurs [3], [7] , [11], [15], etc. ; 

F" le produit des facteurs [4] , [8] , [12] , [16], etc. 

Cela posé, j6 ferai remarquer qu'eji vertu du ^ 26, on a 

sin. amp.(Ç -4- 20)= — sin. amp. Ç, sin. amp.($ -+- 4D)=sin. amp. ^, 

quel que soit Ç. D'après cette propriété , nous mettrons iS + 2D à la 
place de z, dans les facteurs de P'^ et nous changerons les signes 
des sinus qu'ils contiennent ; nous augmenterons z de 4D dans les 
facteurs de P", et nous ne ferons éprouver aucun changement aux 
facteurs de P'". On reconnaîtra pour lors : 

Que les facteurs [1] , [5], [9] , [13] , etc. , forment une série 

P»^= 1::^: sin. amp. («H Dj 1 Izpsin.amp.fiSH Dj ....5 

Que les facteurs [2], [6], [10] , [14], etc. , forment une série 

r / 2o-f.2 \nr . / 2p+6 \-| 
Pv=| îipsin.amp.IsH D] Il Izpsm.amp.fjsH Dj |.... ; 

Que le produit P*^ . P'' est égal à P' ; d'où il suit que 

P==P".P'".P'\P\ 

En multipliant P" par P*, et P'" par P"', on décomposera P en deux 
séries S' et S", de chacune ^^ facteurs , savoir : 

S' =c= M l=psin.amp.[j5H 'Dj Iqpsin.amp.lzH DJ l- 

r. / 2o^-2 \-ir . / 2/)-^6 \-| ) 
I Izpsin.amp.IsH Dj 11 l^fisin.amp.ljSH Dj |->, 

S"= ] M =F sîn. amp. (js ^ D j j 1 qz sin, amp. I js n Dj l- 

X I l::f:sin.amp.(j5-+ Dj II lipsin.amp.(;5H Dj 1 •/. 
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On pourrait croire , au premier abord , que les deux premières ligues 
forment deux séries distinctes , ainsi que les deux dernières ; mais il 
est aisé de s'assurer du contraire , en observant que Ton a 

2j9 + â = 4p — 2(p — 1), 2p-f-6 = 4p — 2(p — 8), etc.', 
2p— 2=:2(/>— l), 2/> — 8=2(p — 3), etc.; 

et comme tous les nombres p — 1 , p — 8,- p — 6, etc. , sont de la 

forme 2n , tous les multiples de D , dans les quatre lignes , seront 

de la forme —D. 
p 

§ 118. 11 suit du paragraphe précédent , que la valeur de 1 — y, 
donnée par Féquation (7), peut s*exprimer par 

(8) l-y = 

[lipsin.amp.s] I=psin.amp.fi8+-Dj ...1 Izpsin.amp.l^H D] 1 

————— .1—^1— ^.— 1— .— — — 1^— »— — — ^^■^— ^— — ^-^»-^ — ^— ^ » 

COS.âC, . COS. '«4 • COS. '«g cos.^«^_, 

Cette formule nous montre que la quantité 1 — y ne changera pas , 
si Ton met is + -D à la place de j5; car alors , chaque facteur du 
numérateur se changera dans le suivant , et le dernier dans le pre- 
mier. Il en résulte que 1 — y ne changera pas non plus , en met- 
tant J5+ — D à la place de js , m étant un nombre entier quelconque , 
positif ou négatif. Or, en faisant J8=0 dans la première expression 
de P , 

P= Idbsin.amp. [j8 — — DJ 1 1 disin.amp. I a h-- D j . . . . , 

cette expression devient 

I I=p8in.amp.-D || l-|[.8in.amp.-D || l±iin.amp.-D II li^sin.amp.-D j.,.., 



OU 



2 4 6^ jo— 1 
cos.^amp. - D.cos.'amp, - D.cos.'amp. -D,...cos.'amp. D: 

P P P P 

et comme on a généralement amp. ^ D == «^ (§ 111) , la formule (7) 
donnera y = pour ;5=0, et aussi pour a = -— D. 



* 
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Écrivons maintenant l'équation (6). sous la forme 1— yêss|; d'oii 

V— Z 

en prenant 

V=(l— c^ar^sin.X) (1— c'^^sin-X) (1— c'^'«n."«^_J , 

et en désignant par Z une fonction rationnelle et entière de:r^ qui 
sera du degré p. La fonction V — Z sera nulle , ainsi que y , pour 
«==--- D, c'est-à-dire , quand on fera x = sîn.amp. ~ D 5 d'oij il 
résulte, que les racines de l'équation V — Z=0, seront 

^ . 4 8 2»— 2 • 
0, d=sin.amp. - D, zfcsin.amp. - D, d= sin.amp« D , 

? V P 

' ou , ce qui est la même chose , 

0, dzsin. amp. - D, d= sin. amp. - D, db sin.amp. D, 

P P P 

parce que 

2o— 2 / 2 \ 
db sin. amp. D = zh sin.amp. 2D D 

P \ P I 

/ 2 \ 2 ^ 

= =p sin.amp. UD D | = d= sin.amp. - D. 

Nous aurons donc pour facteurs de Y — Z , 

1 ^' a?' ar' __£__. 

sin.'flCj sm.^'a^ sm'.'ûCg sin. a^_, 

mais, puisque ces facteurs forment, par leur produit, un polynôme 
du degré p , il suffira , pour reproduire la fonction V — Z , de joindre 
à ces facteurs variables un facteur constant. Nous ferons voir , à la 
fin de ce§, que ce facteur constant a pour valeur-, /u, désignant la 
même quantité que dans l'équation (3), si cette équation a pour in- 
tégrale y = -^. 

11 suit de ce qui précède , que si l'on prend 

/U \ sin.'«,/ \ sin. ^«4/ \ sm^ap^if 
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la valeur de y aura pour expression 



,__fl_Wi__^\ 1^ ''■ 



,_. U a? \ sin.^A^y \ siii.'a/./ sin.''âCp_i 

(9).y=-:=-.. 






V ^c (1— c''a7*sin.^a2)(l — c''x''sin,''a^) 1 — cVsiD.'^<je^_i 

Pour déterminer fi, j'observe qu'en faisant a?=db 1, selon que 
i (p — 1) sera pair ou impair, l'équation (6) donnera y = 1 , dans les 
deux cas. Dans le premier , je fais à la fois a:=l et y=l dans l'équa- 
tion (9) : le nombre des facteurs binômes de son second membre 
étant i (p — l) , et par conséquent pair, il en résultera 

cot.'a^.cot.*^^ r cot.^^;,_i 

(l— c^sin.X) (1 — c'^sin.'a^). . . . (1— c'sin.'a;,-i) 

V 

Dans le second cas (celui oiî i(p — I) est impair) , on fera ys= 1 , 
j? = — 1 : le nombre des facteurs binômes du second membre de l'é- 
quation (9) étant impair , le produit de ces facteurs donnera un ré- 

sultat négatif par la substitution de — cot.'^a,^ au lieu de 1 —' 

Le signe de ce produit se combinant avec celui de x, on tombera sur 
la même valeur de /lc» 

Les fonctions dig. (c, a^), dig. (c, ap-m) étant complémentaires 
(§lll),ona 

COS.^tf 
(10) Sin.='^;,-;„==:- "" ', 

l — c'sin.'a„ 

au moyen de quoi la valeur précédente de /x , devient plus simple- 
ment 

. sin.'jc,. sin/c£3 sin.^jcp—:» 

(11; A*="-: : : — - — • 

sm.*«^— I. sin'j:;?--3 sin.'a^ 

Nous avons promis , tout à l'heure , de démontrer que le coefii- 
cient fi doit être le même dans les équations (9) et (3) , pour que la 
première soit une intégrale de la seconde. A cet effet , nous ferons 
remarquer que l'équation (3) ayant pour intégrale transcendante 
dig. (c, y) = yci dig. [ky '^) , si l'on suppose ^ et ^ infiniment petits , 
cette intégrale donne df = /u^dp ; ce qui est aussi le résultat auquel 
on parvient , en faisant la même hypothèse dans l'équation (9). La 
première condition exigée pour l'accord des équations dont il s'agit, 
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est donc que le coefficient fx, ait même valeur dans Tube et dans . 
l'autre. 

m. 

§ 114. Pour s'assurer que Tëquation (9) donne véritablement la va: 
leur de i|f en fonction de ^ , il resterait à substituer cette valeur dans 
Fcquation diflFërenlielle (3), et à prouver que les deux membres de- 
vi.ennent identiques , en déterminant convenablement le module h , 
qui reste encore inconnu. Mais le calcul qu'exige cette substitution, 
ne serait praticable que pour des valeurs assez petites du nombre |?, 
telles que/)==:3, 5, 7, et il cesserait absolument de l'être, en laissant 
la formule dans son état de généralité. La difficulté qui se présente ' 
ici est d'une telle nature , qu'il ne resterait guère jd'espoir de par- 
venir à la démonstration générale , si M. Jacobi n'eût trouvé un 
moyen aussi simple qu'ingénieux , d'éviter la substitution à Faire 
dans l'équation différentielle , et d'y suppléer par une propriété par- 
ticulière de cette éqiiation , qui doit être commune aux intégrales 
qui la représentent. Cette propriété consiste dans la remarque aisée 
à vérifler, que si l'on substitue à la fois — a la place de a;, et ^ à la 
place de \j , Téquation différentielle sera satisfaite. 

La détermination du module h^ se déduit immédiatement de 

cette double substitution opérée dans l'intégrale hypothétique 

U a? W , 1 

V = ^=--*Tr (*)• En effet, si l'on écrit -^ à la place de x dans le 

^ V. A« V ^ ^ ex * 

facteur général 



1 



x"" 



sin.X 



c'^ar'sin.'^tf^ 



qui sert à composer la valeur de -y dans l'équation (9), ce facteur de- 
vient 



1 


1 


c'x^ûixJ^ot,^ 

m 


c^sin.^ât^ 


1 


X"" 




sin.^'a^ 

m 



(*) w, comme on le voit , désigne le facteur pair qui multiplie-^. 
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VIT 

• donc, la quantité-:^, formée du produit de plusieurs facteurs sembla- 
blement exprimés/ deviendra i- ^, en faisant , pour abréger , 

A = c''~" * sin.*«, sin.^tf^ sin.*ag sin.*a; , , 

et à la place de l'équation 

X W 

on aura 

iz'^ck ' a? W 

^ k fi y 

Or , il est visible que ces deux équations s'accorderaient entre elles , 
si Ton avait k^^fi'ck ; c'est-à-dire, en substituant la valeur de/u, 

(12). . . *=5c''sin.^tf, sin.^ât3sin/«5 sin.^a ^ : 

il est donc démontré , que la double substitution de — à la place de 
Xf et de ^ à la place de y, qui peut se faire , sans donner à k aucune 
valeur dans l'équation (3), pourra se fiiire aussi dans l'équation Onie 
y=::Y, pourvu qu'on donne à ^la valeur qu'on vient d'assigner. 

Enfin 9 c'est en combinant le principe de la double substitution 
avec le lemme du § 1 10, que nous allons éluder la vérification de l'é- 
quation différentielle (3). 

Il résulte de' l'équation (9)^ que y change de signe avec x : si donc , 
on met — x et — y à la place de x et de y dans l'équation (6), on aura 
la valeur de 1 h- y ; et , en la multipliant par celle de 1 — y, et prenant 
la racine carrée du produit , on en conclura 



(13) |/l^y^ = 

\ sin/cc I \ sin.=^« 4/ \ sm.X/ 

|/ 1 a?'» L _l . 

(1 — c'^x''sin.'a^){i — c^a?" sin.^'aj... (1 — c^x"" sÏQ.''a ) 

• ' ' 1 1 

J'effectue maintenant la double substitution de -- et 7- , au lieu de x 

ex ky ' 

et de y, dans cette équation : en divisant ses deux membres par 
|/ — 1, il vient 

*y ^ ' fl 'l-\[x^J^\ ' 

\ sin.X / \ sin.'dt/. / 



4 
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où Ton a dënotë par C le produit 

Ayant multiplié Féquation précédente par ky, je substitue dans son 
second membre , la valeur de y donnée par l'équation (9) : en tenant 
compte des valeurs de /u^ de k, et de ^, j'obtiens 

(U). ...... i/i_^Y = 

__. (1 — c'a?'*sin.^«;,— a){l — c'j7'*sin.'«;»— 4)... (1 — c'*:r^sin.'aj 

(1 — cVsin.'*a;,_i)(l — c'ar'sin.'*tf^~3)...(l — c'a^^'sin.'a,) 

Au moyen des formules (13) et (14) , nous aurons 

|/(l-y^) (1-Ay) =J/(l_:rO (1- c^^^ X ^', 
en posant , pour abréger , 

,_(,_^)(,_^) (l-r^). 

\ sm. X y \ sin,a^j \ sm.^a^__, / 

Q'=(l — c^a7'*sin.'*aj)(l — c"^ x'^sin. ""cc-^) (l — c''x^sïn.''ap—s) , 

et prenant pour Y la même valeur que précédemment. Si donc , on 
met y à la place de ^ , on aura l'équation 

(V^—U^) (V'-~it=*U=) =(1— a;') (1 — c>^)Q'Q'\ 

Or , il résulte de la première partie de la démonstration : 

1» Que si l'on prend QQ' pour T dans l'équation (4) , QQ' sera 

éga»àA(vg-Ug)(§110);- 

2° Que si A se trouvait être égal à fi , l'équation différentielle (â) 

serait vérifiée. 

Il ne reste donc plus qu'à déterminer A : à cet effet, je remarque 

d'abord que l'on a 



d'où 



/ dl] ^d\\ aV^ , /U\ ,, dy 

T=A(V V — ] = —-d.{-] = xV'-f: 

\ dx dxj dx \\ dx^ 



QQ'=.V=|; 
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mais si Ton suppose x et y inGnîment petits dans les polynômes 
Q, Q', Yy et dans l'équation (9), la relation ci-dessus se réduit à 
1 = ^ : donc X = /x. 

Remarques, L'usage du théorème de M. Jacobi , suppose la déter- 
mination préalable des quantités a„, qui satisfont à l'équation 
dig.(c, tf^) = -D(c). Ces auxiliaires étant déterminées par les for- 
mules du § 21 , on connaîtra les constantes fietk par les formules 
(il) et (12), et Tamplitude ^ pourra être calculée par la formule 
trigonométrique (A). 

L'équation dijOTérentielle 

a(c, y) a(*, ^) 

ayant pour intégrale générale transcendante 

^^Z'[^j ?)=/^[dig.(*, «P) -t-dig.(*, w)], 
u désignant une constante arbitraire , on obtiendra l'intégrale géné- 
rale algébrique de la même équation , en changeant sin. «p en 

sin. ^ cos.67A(i&^ u) + sin. cj cos. ^A(Jb^ ^) 
1 — }C sin.'»/» sin.^o) 

dans le premier membre delà formule (A). 

§ 115. Le Uiéorème de M. Jacobi offre de nombreux corollaires, 
dont nous nous bornerons à rapporter les plus importants. 

Corollaire r''. Remarquons que dans la formule (A) , on peut 
changer à la fois -t- sin. <// et -f- sin. ^ , en — sin. ^ et — sin. ^(§ 1 14) : 
de plus , on a , en général , 

Idrsin.i!; ' ,,„ . n 

:-^ = tang-X^S" ± i^) , 

1 qp sm. \p " ^ 

sin.jo d= sin.ç iang. (ip db iq) 
sm.pzp sin.q tang.(ijo qp Iq) 

Au moyen de ces relations , la formule (A) devient 

tang. (45» — i^) = 

"'^ ^^^ ian^,i{!Xp-iZ^f) . tang.i(a;,^4d=v)...tang.i(âc,-i-^) ' 

mais l'amplitude é peut se déduire de ^ , par une formule encore 
plus élégante , que nous allons démontrer. 
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L'cquation 

d-^ fjid'if 

y I . I I ■ 

comparée à Téquation (14^ donne pour d^ ^ 

df l — c*sin.'*^sin.'*«, 1 — c'sin.'ysin.^û{«_a 

d'L :ssz —— ■ ■ » • • r I , .11 ■ Il ^ 

/et 1 — c''sin.*ysin.^«^__i 1 — c''sm.''fsin,''a^ 

en égalant le second membre de cette équation à une suite de la 
forme 

dans laquelle a\a"y a'", etc., représentent les dénominateurs des 
fractions qui entrent dans l'expression de rf^, on reconnaîtra d'abord, 
en faisant sin.^ égal à TinGni, que le terme H a pour valeur 

sin.^ûc, sin,'*«3 , . . sin.'ûc^_j 

"=-: — ; : — ; : — ; ?' 

sm. «^sm. ^^ . . . sm. iCp— , 

c'est-à-dire qu'il est précisément égal à fu Ensuite, les autres termes 
auront , pour expression commune , 

M 



1 — c^ sin. "* ç sin . "«„ 

m ayant successivement toutes les valeurs 2, 4, 6 p — 1 y et M 

désignant un coefficient général indépendant de ^ . 

La première idée qui se présente pour déterminer les coefficients 
H', H"^ H'", etc., c'est de commencer par faire disparaître les déno- 
minateurs a', o", o'", etc. 5 des fractions partielles, puis d'égaler le 
numérateur de la fraction ainsi obtenue , à celui de la fraction pro- 
posée ; ce qui donnerait ^y" équations renfermant les ~- inconnues 
représentées par le coefficient général M. Mais il est évident que ce 
procédé , très-laborieux si p n'est pas un petit nombre , est com- 
plètement en défaut quand la valeur numérique de p n'est pas 
donnée. Nous serons donc obligé d'employer une autre méthode. 

Si nous représentons par ^ , le polynôme que nous voulons dé- 
composer; et par -, l'ensemble des termes autres que le terme gêné- 

14 
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rai que Ton considère , uous aurons ridentité 

P M N 

Q 1 — c' sin.'f sin.'tf^ R ' 

d'où 

RM -+- N(l - c' sin.^sin.X) = P- 

Cette dquation devant se vérifier, quelle que soit la valeur du facteur 
1 — c'sin.'f sin.'tf^, aura également lieu si 1 — c"* sin^f sin.^tf„= 0, 

c'est-à-dire si c' sin.'y= . ^ . Représentant par [R] et par [P] ce 

sin. a^ 

que deviennent R et P dans cette hypothèse, il viendra 



_[P]. 

[rV 



M = 



ce qui dionne, après avoir substitué à c* sin.^'f sa valeur -: 



2 ' 



sm. a„ 



M= 



/ sin.'g^N / sin.'tfaX / sin.'tfp^,\ 

\ sin.X/l sin-XJ l ^^"''^m / 

/ sin.X\/ sin.^^/\ / sin.'a«_aW siïi£am4_a\ / sin.'gp-A ^ 

\ ~sin.=ûcj\ ""sin.X/ l sin.^ /\ sin-X / \ sin.^ / 
ou , en tenant compte de la valeur de /u , 

/ sin.X ^W sin.X ^\ / sin.X A 

M Vsin.'a, /\sin.'«3 / * * \sin.'*«p_a / 

-^- sin.X A sin.'^,, \ / sin.X Af sin.-^. \ / sin.^ T 
sin.^^a^ y\sin.'tf4 / \sin.'*ât„-_a /\sin.^<x„+a / \sin.*tf;,_, / 

Je fais observer que le nombre des facteurs du numérateur du 
second membre , étant désigné par n, celui des facteurs du dénomi- 
nateur sera n — 1, et que l'un de ces deux nombres sera nécessaire- 
ment impair; d'oii il suit que si l'on- intervertit l'ordre des termes 
dans chaque facteur binôme , tant du numérateur que du dénomina- 
teur , la fraction changera de signe, et Ton aura 

/ sin.X \ / sin.X \ 

M \ sin. ''a,/ \ sin.'^—J 

^ 1 ^'°-'M fi "''•'^" Ui ''•°-'''" y fi ^""^ ' 

\ sin. '«a/ \ sin.'a;„_J\ sin.Vm+J \ sin.'«p_i/ 
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mats y comme la valeur de M , donnée par cette équation y est foft 
compliquée , uou$ allons chercher à la transformer en uâe autre 
plus simple. 

Il suit du § 114, que si Ton remplace ^ par sa valeur - '"y 9 on a 



dy ,^,,^ ,^„^ /rfW dS 



d'où 






QQ' , / dW dV \ 
VW \W(ia? ydx] 



Les polynômes V, W, Q et Q^ étant des fonctions paires de j^, il 
conviendra de faire x^=s^ et Ton aura Téquation 

QQ'-.VW_ cAV dV 

Représentons par /*=! — ij^^^ «n facteur quelconque de W , et 
soit 



W 



= (l--T^)w'=/W, 
\ sm.'a^ / 



l'équation précédente deviendra 

et devra être identiquement satisfaite pour une valeur quelconque 
de/". Or, si l'on suppose /*=0, d'oii «=s!sin.'tf„, l'équation se réduità 

QO' df 



%zyW dz ' 

expression dans laquelle il faut encore substituer à ;s et à ^ les va-^ 
leurs particulières qui résultent de l'hypothèse /*= , c'est-à-dire 
j5 = sin.'^ût^ , et ^== — ;i^^' L'identité des deux membres 
exige donc que , pour toute valeur de m, on ait 

('6) . ...... [vïïWÏ==~''' 
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[Qlî [Q]' [^]' L^']» ^^QOtant ce que devienaent les polynômes 
<J, Q', V, W, quand on y remplace a?' par sa valeur sin.'*,^, savoir : 

[<y^^(l-t^ . . . {l-4^, 

[Q'] = (l — c'*sin.'*a^sin.'<Xj) (l — c'sin.'^^sin.'tf^-a) , 

[V'] = (l — c'sin.XiSiQ*'«J (^ — c'*sin.'*a^sin.'ap_,) , 

Si l'on compare ces valeurs des polynômes [Q] et [W], à la dernière 
expression de — » on reconnaîtra que Ton peut écrire 

M_ [Q] 

A* ' [W]' 

et , par conséquent, en vertu de Téquation (16), 

1 M [V] (1 — c'8in.'a^sin.X)-«(l — c'sin.'a^sin.'a^^,) 

2 fi [Q'J (1 — c*sin,XtSin.'a,)...(l — c'sin.'a^sin.'ap-a) 

àfc y 5p) 

Cette valeur est celle de — ; — ^ développée en facteurs, lorsqu'on 

suppose f==ctm cl^iïïs l'équation (14); mais alors, comme il y a tou*- 
jours un des facteurs de W qui s'évanouit, on a sin,*il/==0 , en vertu 
de l'équation (9); et ^ - se réduit à a(c, a„). 

Cela posé, l'intégration de l'équation (15), se trouve réduite à celle 
d'une suite de termes de la forme 

2a(c, a^)df 2a(c, ajdf 



1 — c^ sin.'a^ sin.^c> cos.'f» -t- A'*(c, a^) sin.^^ ' 

dont chacun a pour intégrale ^f^^ en faisant 

tang-?m=tang.yA(c, «J : 

donc on aura , en général , 

Cette nouvelle formule .entre les amplitudes f et 'p, peut remplacer 
avec avantage l'équation (A). 
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§ 116. Corollaire II, Dans l'équation (9), y (ou sin. <//) peut devenir 
nul par Févanouissement de Fun quelconque des facteurs 



a?* . a:^ 



a;, 1—-: , 1 -- 



évanouissement qui répond aux équations 

sin. ç> = 0, sin. 3»== dz sin.a, sin. ^ = dr sin.ccp-i, 

ou (*) ' 



a 



3 



*^— t 



dont le nombre est 2^ h- ^(^-i—) =2/?, et dont chacune correspond 
à sin. t// = 0. Il résulte de là un rapport curieux, entre les digamma 
complets D(o) et D(â)^ que nous allons démontrer ainsi qu'il suit : 
Désignons par 6*", C\€'\ etc., les amplitudes précédentes, disposées 
par ordre de grandeur, de sorte que ^ = : appelons «t et Y, deux 
circonférences égales et superposées, h[(f) et R(t//) leurs rayons. Mar- 
quons, sur la circonférence*, des points m°, m\ m'\,,,nr^^''^^ , qui 
correspondent aux amplitudes C^, S\ S'\ etc. , comptées à partir 
de w°; puis, concevons que les rayons R(^) et R(<p) , confondus à 
Forigine m°, s'écartent simultanément de cette position initiale. Les 
amplitudes ^ et ^ croissant ensemble, bien que par des degrés diffé- 
rents, lorsque R(^) sera parvenu au point le plus voisin m', le 
rayon R(t/') aura atteint le premier point de la circonférence Y, qui 
donne sin.(/' = 0, c'est-à-dire qu'il aura décrit une demi-circonfé- 
rence; il en décrira une nouvelle, tandis que R(^) passera de m' en 
«", et ainsi de suite : de manière qu'il aura décrit 2jtj demi-circon- 
férences (ou p circonférences entières) , lorsque R(y) sera revenu an 
point de départ. Nous exprimerons cette propriété par les équations 
simultanées 

^ = 2t , et </- = 2/)T ; 



(*) Parmi les arcs qui ont même sinus , nous considérons uniquement ceux qui 
sont moindres qu'une circonférence entière. 
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dig, (c, 2t) «= ^ dig. (*, 2pT) , 

4 dig. (c, ir) = 4ac dig. (*, p.ir) , 

et enfin 

D(c) = fipD{k) ; 

ce qui est le rapport cherché. 

§ 117. Corollaire IJI {*), Soit h le complément du module h : si 
dans l'équation (3), on écrit au lieu de c, de ^^ de â;s=sin. ^ , et de 
y =E= sin. </; , les valeurs 

^/l — fc% V\—h\ j/in[ tang. (T, J/^ tang. r, 
on obtient 

dont l'intégrale est 

dig. (6, <T\ — fià\Q.[h^ t); 

ce qui fait voir qu'il est permis de passer des modules primitifs à leurs 
compléments , sans changer de régulateur , au moyen d'une déter- 
mination convenable de r en o-, qu'il s'agit maintenant de déduire des 
formules précédemment démontrées. Pour cela , reprenons les équa-» 
lions (9) , (13) et (14) , qui ne sont autres que 

(17) sîn..// = 

sin.^ç) sin.^o sin. 'y 

sin.^ sin.^A, sin.'âc^ sin.^âc^^i 

/u 1 — c'sin.^^sin.^tfj 1— -c'sin.^^sin.'a^ 1 — c'sin.^^sin."ap_i 

(18) COS. «// = 

sin.*9> .sin.'*^ sin. 'y 

sin.^a, sin. ^^3 sin.'a^—» 

COS. 9' • • " ■ '■- ' ' " ' — ■ ■ »i. ■ ■ 

1— c'sin.*^8in.'tf^_, 1— c''siq.'*5,8in.''a _j 1 — c^'sin.^^sin.'a, ' 

(19) A(;fe, ^) = 

1 — c'sin.^^sin.'a, 1 — c'8in.*(j?sin.'«3 1 — c'sin.'ç,sin.'a„_a 

A(c^&]. : • • 1 5 

1 — c'sin.^fsin.X 1 — c'sin.^^sin.'^^ 1 — c'sin.'^sia.'a , 



(*) Ce corollaire se trouve rapporté par Legcndre ; sous le titre de Théorème // 
de M, Jacobi. 
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d'où 



(20) tatig.^s= 



1 L. 1 1- 1 



3^ «;» 3^ cîn.^/ 



tang. (p sin.'tf, sm. «^ sin. «^_, 



fc «in. y sin/^ sni. ^ 



a^ «C» a„ ttin ^> 



sin. tf, sin. («3 sin. ap_^ 

En substituant, dans l'équation (20) , au lieu de 

tang. ^, tang. f, sin.''^?, 
leurs valeurs respectives 



l/ — l.sin.T, l/— l.sin.o-, — tang.V, 
on obtient immédiatement 

(21) sin.T = 

sin.o- lH-cat.*aaSÎn.'o" l-t-cot.'a^sin.'o" l-f-cot.'*^^.., sîn.'o- 

ju, * lH-cot.'tf^_aSin.V* l-+-cot.'tf^_48in.V * l+cot.Xsin.'^o- 

En représentant par 

sin.^^ 

■4 • 



sin. a„_m 

COS.o.Tl! 



1 — c"* sin.'^f sin.'^a^, 

le produit qui compose le second membre de Téquation (18), celle-ci 
donne, par la substitution de et de , au lieu de cos.i!; et 

' r COS. T COS. ff ' ^ 

de COS. f , 

1 — c^ sin.'f sin.*<x^ 

COS. r = COS. (T. n A : — :: 

sin. 9 

1. ^ 



Sm, CCp^^fn 



sin.V 



on remplacera, dans cette formule, sin. ^œ par sa valeur-: — ;; ; 

'^ , sm.'^ff—l 

cos. » 
puis, en vertu de l'équation (10), on écrira -: — ^ — ^ au lieu de 

Sin. CCp — m 

1 — c^sin.Xt' Alors, toute réduction faite, il viendra pour cos. r, 

(22) COS. T = 

cos-X . a . cos.^ . cos.^«„_, . 

l — sin.V 1 : — ; sin. <r I : — ^ — sin.V 

sin.*a^_2 sin. a^_4 sm.'a, 

COS.ff»; —z : — ^'Z T^; n — ^...— --^j : — ^ — , 

1 -f- cot.^«„_a sin. (T 1 -f- cot. âtj,_4 sin,(T 1 -f- cot. a, sin. V 
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et pareillement 

(23) A(*, r) = 

1 r— ^ 1 r—r 1 A-^ 



A(i&, <t). 



sm. a^_i sm. dp^i sin. «, 



l-f-CQl.'a,8in.'<T l-f-cot.'a3sin.'<T l-t-cot.'tf^_aSin,V 



Il résulte de Téquation (21) » que r et er croissent simultanément, 
quoique d'une manière inégale, et que Ton ne peut avoir sin. t= 0, 
Il moins que d'avoir aussi sin.,<7=0. En effet, pour que sin. r devint 
nul , par un facteur autre que sin. <7 , il faudrait pouvoir poser 
1 H-cot.'<x„.sin.V=0; ce qui donnerait pour <r des valeurs imagi- 
naires. Je dis maintenant que Ton ne peut avoir T=(T-4-(2n-t-l)T 
(hypothèse qui donnerait aussi sin. t = , pour sin. (t = 0) , car il 
s'ensuivrait que cos. t= — cos; c; ce qui est contraire à l'équation 
(22). Ainsi, r= 0, quand 0-=: ; et il faudra faire croître l'ampli-^ 
tude (7 jusqu'à 2^ , pour que r devienne égal à une circonférence* 
On déduit de là la relation 

D{i) = ^D(A),, 

qui donne, pour valeur du régulateur /u, 

"^ D(A) 

Cette équation , jointe aux formules (21), (22) et (28) , contient la loi 
suivant laquelle les deux digamma se déduisent l'un de l'autre. Cette 
loi est telle , que r est plus grand que (t, tant que a n'est pas égal à 
zéro ou à un nombre quelconque de demi-circonférences. En effet, 
chacun des facteurs qui multiplient cos. a- dans l'équation (22) , est 
visiblement moindre que l'unité, tant que sin. V n'est pas nul. 

En comparant la valeur précédente de /u , à celle que nous avona 
trouvée par le corollaire II , on obtient la relation suivante entre les 
digamma complets des modules donnes c et i& , et les digamma com^ 
plets des modules inconnus k et h, 

D(c) _ D(k) 
D(i) ~~ ^ D (T) * 
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§ 118. Corollaire IF, Dans Féqualion 

(24) dig.(-&, <7)=/udig.(A, t), 

/* , A et T sont déterminés en fonction de h et de «r , par le système de 
formules 

a^ = amp.-~D(^l/l — h") =amp.— D;c), 
p p 

sin.'fltj sin.'tf^— a 

sin.^ât;,— t sin.^tfj 

l/riÂ^=(|/îrpysin/«,. . .^ . . . sin.%-a^ 

cos.X . .^ ^ cos-%_, . 

1 . sin/(T 1 : sin. (7 

sin.'^x^—a sm.'ûCj 

COS.T= C0S.5". -z —-: ;: — :; — Z T"^ : — ^ * 

1 -+-cot. «;,— aSm. 0- 1 -H cot. a, sin. <r 

Si nous écrivons au lieu de b^ un autre module k, et au lieu de (t, une 
autre amplitude ^ , nous aurons , au lieu de a^ , 

amp. - D(|/1— ;b^) = amp. - D(h) , 
P P 

que nous désignerons par C,„ ; ce qui changera fz en 

sin.'^j sin.''Ç,_a 

sin.^Çj— I sin.^C, 

que nous dénoterons par f/ : nous aurons aussi , au lieu de cos. r , 

\ sm. <i' 1 sm. (p 

sm. Cp-a sin. ^, 

COS.!//. ■ ...... , 

l-f-cot.'é),_a sin.'(p 1 H- cot.^'C, sin.*</^ 

que nous représenterons par cos. a. Le changement de b en k, faisant 
changer le complément c du module b, en h, complément du module 
k, et vice versa, Téquation (24) deviendra 

dig.(A, ^) = ^'dig.(c,w), 

et les équations relatives aux amplitudes , se déduiront des équations 

(21), (22) et (28), en y écrivant w, ^', ;/, C, c et k, au lieu de t, fi, c, ce, 
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h et h; ce qui donnera les formules 

(25) sin.w = 

8in.t/> l-t-cot.'g,. sin.'(// l^-cot.'Cjsin.'^ l-4-cot.'C^«,sin.> 
(x! 1 -4- cot.^'^^^-a sin.> l-*-cot.'Ç,-.4sin.'^ 1 +cot.'CjSin.^<^ * 

cos.X . - , cos^Ç,-, . 

(2d). C0S.«= COS. </'.—; : : ...... : , 

iH-cot, Ç,-aSin.'.f l-i-cot.^CjSin.^«^ 

COS.'^, . COS."Ç,_a . ^ 

1 : — ; sin.'(^ 1 : — ^ — sin."^ 

/fliwN / \ i-i \ ^vû.» Cp—i sin.'é* 
(27).Ac,ap) = A*,^)._ / . -" 

1 -*- cot.'^j sin.'(// 1 -4- cot.^^_a sin.^i/^ 

qui, jointes aux suivantes 

w sin.'^j sin.'ér«-.a 

p sin.^^-i sin.'C, 

oiOTrent un nouveau système de transformation , pour passer de la 
relation 

dig.(c, ?) = A* dig.(*, ^) ' 

entre les modules c et A, à la relation 

1 

(28) dig.(c, w) = -7 dig.(*, </;) , 

H- 

qui ne diffère de la précédente que par l'amplitude du premier di- 
gamma, et par le régulateur. Il faut remarquer aussi , que l'équa- 
tion (12) devient actuellement , par les changements simultanés de k 
en b^ de c en A, et de «„ en C„, 

i& = ^''sin.^Cj sin.^^3 sin.^s sin.*Ç,_a« 

On a fait voir , à propos des équations (21) et (22) , que les deux 
amplitudes parviennent en même temps de zéro à 90° : il en est de 
même des amplitudes ^ et oy. Prenant donc, à la fois, ^=|r et 
co=^T, on aura 

D(*) = ^'D(c); 

mais on a déjà trouvé , par le corollaire II , 

D(c)s=A^;)D(A) : 
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dooc on a , entre les régulateurs fji et fjî ^ la relation générale 

p^ytc' == 1 . 
Maintenant , si Ton combine les deux formules 

^>8f-(c»?) =)^dig.(*, ^) , dig. (*,</.) = ^'dig.(c, w) , 

on aura 

dig.(c, y) = ^/C6'dig.(c, ûj), 
ou 

dig.(c, w)=/)dig.(c, i)\ 

formule qui contient la loi de multiplication des digamma , par un 
nombre impair quelconque jd. 

§ 119. Corollaire V* On peut demander ce que devient le théorème 
de M. Jacobi , lorsque /> est infini. Dans ce cas , soit c un module 
donné et h son complément : le premier membre de Téquation 

ayant une valeur finie , il faut, pour qu'il en soit de même du second , 
que D (A) = 00 ; d'où A = 1 , ^ = , et , par conséquent , D (A) = j-' 
La formule 

D(t) = <uD(A)(§117), . 

donnant alors /cc = 0, les transformations qui dépendent de ce régu- 
lateur deviennent impossibles; mais il n'en est pas de même de celles 
qui dépendent du régulateur /a'. 

En effet, la valeur de (jl étant ^j^ (§ 118), on aura 



(c) 



^ 2D(c) ' 

et puisque ^,„ = amp. — D (A) , il viendra 

Or, h étant égal à l'unité , on a aussi 
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comparanl ces deux valeurs de dig.(A^ ^„), et posant, pour simplifier, 

D(/0 



T 



g = e ^ D(c), 

on en déduit les équations suivantes ^ 



i+g«' '« 1+g-' • '" {i-ry ' 



ni l\ « m A ~ A . 2„( 



l-»-sin.'^cot.X, _ n— 9 y l-^Sg^cos.S/^H-g 
l + sin.>.col.'<r^_, ~ l l-g"* / *1 — 2«'"-'cos.2^ 



am — a 



Faisant alors , pour abréger, 

1-9 l_g3 l_ç5 

A = ^ . ^ . \ • etc. , 

1 — g' 1— g^ 1— g« 

la formule (25) devient 

(29) sin. a = 

— ^ • k\ sin. <p. 2 — — • —^ — - . elc. 

T l--2g cos.2^-t-g^ 1— 2g3cos.2^-+-g<^ 

Puisque l'hypothèse p == co , donne k = , et , par conséquent , 
dig. (^, ^) = ^ , Téquation (28) se change en 

■> = ^' dig. (c, «) = — - dig. (c, «) 5 

par où Ton voit que la formule (29) détermine algébriquement le 
sinus de l'amplitude, lorsque le digamma et le module sont connus {^). 
A la vérité, elle renferme les fonctions D(c) et D(b) ; mais ces quantités 
très-aisées à calculer d'ailleurs , sont données par les tables de Le- 
gendre avec la plus grande précision : de sorte qu'on peut les regarder 
comme des constantes analogues aux logarithmes et aux lignes tri- 
gonométriques. 



(^) Nous donnerons , par la suite . une formule plus simple et plus élégante , pour 
'résoudre le même problème. 
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Voyons , maintenant , ce que deviennent les deux formules (26J 
et (27). La supposition de p= co, rend égales à runitc toutes les 
quantités de la forme sin. ^— m ; car Ton a 

p — in p — fn f 7f\ 

dig. {h, e,-„,) = ? D(A) = ^-j- dig. (a , -J , 

et puisque p est inGni ^ il s'ensuit que 



d'où 



) — tn I ^\ 
= 1 7 <iis-(^, ^P-m) — dig. I A, -1 ; 



6*yt,_,;, = ~ , sm. Qp^m == 1 , COt. Cp~-m == 0. 
À 



La même hypothèse donne aussi ^{ky (|;) = 1 , puisque A devient nul , 
comme nous l'avons fait voir au commencement de ce paragraphe. 
Les deux formules dont il s'agit pourront donc s'écrire sous la 
forme 

^ 1 — cos.'^_sin.*(/' 1 — COS. ^C/ sin. "^t// 

COS. w = COS. (p • r -^ — : • i-T • etc. , 

1 -4- cot.^^ sm. </; 1 -t- COt. '6*3 sm.'^ 

, ' . 1 — cos.'ô*, sin."*!/; ] — cos.^^^ sin.'i// 

a(c, «) = : • '■ • etc. ; 

1 -t- cot.^'^j^ sin. «p 1 H- cot.''C3Sin.'</' 

mettant à la place de sin.^)/*, la valeur |(1 — cos.2</'), et substituant 
les valeurs précédentes de cos. C,„ et de cot.^^^, on obtiendra 



l-4-%^cos.2^H-54 l+S^i^cos.â^-f-g® 
i— 2gf COS. 2^H-gr' 1— 2g3cos.2^H-g< 



(80) . . cos.w=B\cos.^.-^ — ^^ _ ^\ \ -^ — ^*^ _ ^^ ^g ' etc. , 



X t^, 1h-2oCOS.2</;-4-0^ 1 4-2ûf3c0S.2<|^H-ûf« ^ 

^ ^ ^ ' ^ 1—29 COS. 2^-4-5' l-233cos.2^H-g^ 

les coei&cients B et C ayant pour valeurs respectives 

1 — q 1 — q^ 1 — q^ 

B = i- . —^ ^. etc., 

\^q- l^g4 i^^6 

1 — o 1 — o^ l— o^ 
c = ^ .-= ^ -^i ^* etc. 
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§ 120. Corollaire FI. Au moyen des formules données dans les 
§§ 118, 114 et 115, on transformera dig.((;, ^) en une autre fonction 
dig. {k, <//) , dans laquelle on a ^ < c« On passera de la même manière , 
du module A à un module plus petit k^ , et ainsi à Tinfini ; ce qui 
formera rdchelle des modules, dans Tordre décroissant, c, k, k^, k^,,,^ 
jusqu'à la limite zéro. Cette suite peut être continuée à Tinûni, dans 
l'ordre inverse, au moyen de l'équation (12), qui permet de déter- 
miner le module c par le moyen du module plus petit k ( vo^ez la 
note Vît). On déterminera donc semblablement le module c^ , par le 
module plus petit c ^ de même c, par c. , et ainsi de suite ; ce qui 
produira , pour tout nombre impair p, une échelle de modules infinie 
dans les deux sens, ainsi représentée : 

Jim. 1) ©3, c,, c,, c, *, *, , *a> *3> (lim. 0, 

et la fonction donnée dig. (c, ^), pourra être transformée en une 
infinité d'autres , qui auront pour modules les dilSërents termes de 
cette échelle. 

On a vu , par le corollaire III , comment on peut passer de la 
fonction dig. (b, o-) , à la fonction dig. (A , t] , qui a le même régu-> 
lateur fi que dig. (^^ ^) dans l'échelle précédente. Celle-ci étant 
formée , il suffit de prendre les compléments des différents termes , 
pour former une seconde échelle , qui marche en sens contraire de la 
première , comme on le voit ici : 

t) ^3> ^a ? ^1» ^> ^? ^i 9 ^2 9 *3 î (Oj 

0) ^3» *a» ^iJ ^9 ^9 ^1» ^aJ ^3 (1. 

Dans l'ordre naturel de la première échelle , le module k est donné 
en fonction du module plus grand c, par l'équation (12) : dans la 
seconde échelle , au contraire , on se servira de la même équation , 
pour déterminer le module h au moyen du module plus petit b, 

§ 121. Corollaire VII. Si l'on voulait déduire l'échelle de modules 
de Lagrange , du théorème de M. Jacobî , il faudrait assimiler entre 
elles les équations 

dig.(c, ^) = A4dig.(*, ^), . 
W clig,(c,y) = -^-pdig.(c,,^J, 
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dans lesquelles h et c^ sont tous deux moindres que c. Ainsi , Ton 
aurait 



* =B= c, , fl = 



2 2 ' 1-t-A' 



mais , d'après l'équation (12) , on a 

p — 
\/k 



l-^-k 



I^sin.*«^sin.*jc3 .... sin,^a ^^ 

raccord de ces deux valeurs de c exige donc que 

p s=z^, sin.'ût.sin.'tfj .... sin.'a^^^ = , 

ce qui prouve Timpossibilité de la déduction cherchée , car le théo- 
rème de M. Jacobi, suppose nécessairement que p soit un nombre 
impair. Cependant le nombre 2 joue, dans Tancienne échelle, un 
rôle analogue à celui de p dans les nouvelles. En effet , Téqua* 
tion D [c) := fipD(k) du § 116, donne également /> = 2 , quand on 
prend k = c,, /u = ^^^ ; et Ton peut remarquer que la relation 
£(^ _ 2 ^(£i du Q 89 , est tout-à-fait semblable à celle qui lie les 
modules c'et k à leurs compléments 6 et A (§ 117 ). 

Par la formule (17), qui se rapporte au théorème de M. Jacobi, le 
sinus de Tamplitude cherchée s'exprime toujours d'une manière ra- 
tionnelle, en fonction du sinus de l'amplitude donnée; c'est-à-dire 
que l'on déduit rationnellement sin.ip de sin.^. Cette propriété a son 
analogue dans réchelle de Lagrange, mais dans un sens inverse; 
c'est-à-dire que c'est sin.^ qui se déduit rationnellement de sin. ^. 
En effet, nous avons trouvé au § 105, les relations simultanées 

(1 -t- i&)sin. A 

sm. fx, = \ , . , ■ , 

1 -*- osm. A 

diQ,{b, A)=— ^dig.(6,, ^) : 

si l'on remplace c, par sa valeur r , il vient 

dig.(6, A)= ^--^dig. {b,,fi); 
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d'où 

Observons que les modules b, et h, appartenaient à une échelle qui 
supposait c^ <Cc, et , par conséquent, i&,> b, La loi qui lie le mo- 
dule b, au module plus petit b, étant la même que celle qui lie 
c à c, (§ 89), nous aurons, en écrivant c^ c^ , ^ et <p, au lieu 
de i&^ , 6 , ^ et A , 

(l-f-c?,)sin../> 

sin. f = — ; — —. , 

1 -♦-€?, sm. t// 

dig.(c, ç,) = (1 -f. c,) dig. (c,, ^). 

On peut remarquer qu'en vertu de l'équation (32), l'amplitude ^ est 
telle qu'on a la relation 

La formule ■— ^ == p ^^ , qui s'applique ijion-seulement à tous les 
indices impairs^ mais encore au cas de j9=2 , peut être considérée 
comme représentant, sous forme transcendante, l'équation a1gé> 
brique qui existe toujours entre deux modules consécutifs c et k, 
c étant le plus grand des deux. Cette loi est générale^ car elle 
s'étend même au cas oiî l'on suppose l'indice p fractionnaire. ( Traité 
des fonctions elUptique8 , tom. III , § YIII). 
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BB 



CHAPITRE XIII. 



Des transcendantes 0^ A, il et T, 



§ 122. Parmi les corollaires du théorème de M. Jaoobi , nous avons 
remarqué la formule (29) (§119), qui détermine algébriquement l'am- 
plitude , lorsque le digamma est connu. Dans celte formule , on a 

q=ze I>(0, 

1 — q 1 — g' 1 — q^ 
1 — q"" 1 — q* 1 — q^ 

et , si Ton écrit f au lieu de « , l'amplitude «p = dîg. [c, a) de- 

viendra égale à dig. [Cj ^]; expression que nous avons désignée 

par J7 au § B3 , et qui donne 

A' f \ ^^ /2D \ 

dig. (c, y)=: — ^, fi=:amp«( — ûp] ; 

par oii la formule précitée pourra sMcrire sous la forme 

/2D \ 2D . , . 1— 2g*cos.2jc-4-g* 1— 2g*cos.2a;+g' 

\T / T * 1— 2gcos.2aî-f^* 1— 2g'cos.2i»-*-g*' '' 

qui renferme de nouvelles transcendantes , dont nous aurons bientôt 
à nous occuper. 

§ 123. Commençons d'abord par déterminer^ sous forme Gnîe, les 
coefficients A , B et C du § 1 19. Pour cela , nous écrirons les trois 

15 
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formules (29), (SO) et (SI) , sous la forme 

,,, /2D:r\ 2D^ . 1 — 2o'co8.2a?-hûf* 1 — 2o*co8.2j?-f-ûf* 
(l)...8in.amp. == — A'sm.ar — -^ \-r — -^r H* etc., 

,_, l'lDx\ ^ l-t-2g'co8.2j;-f-g* 1 -hîo^cos.Sjy-f-o* 

(2)...cos.amp =B'co8.ar - — j.- — ^ ^-etc, 

' \ T I 1— 25COS.2i?-4-g' 1 — 2g^cos.2arH-g« 

/2Da-\ ^, l-i-2ûfcos.2a?-hûf^ l-f-2ûf^cos.2a?-+-o® 

3).... Aamp. = C .- — -^ s i---; — ^r^ s ^r' «te- ; 

^ ^ »* \ »- / 1— 2gco8.2ar+5' 1— 25[3co8.2ar+gr6 ' 

et nous ferons observer que , si Ton fait se= ^ dans ces trois équa- 
tions , la première donne pour A , cette nouvelle valeur 

ç 1 -4- ^* 1 -*- 9* 



\2D/ 1 



etCé ; 



^' 1 -♦- 5* 1 -*- ^® 

la seconda devient s=s ; et la troisième , dont le premier membre 
devient égal h b, donne pour C , 

./T 1h-9 1-f-g^ 1h-o^ 

C = V/Â . ^ . :; \ . ; ^ . etc. 

1 — q 1 — q^ 1 — q^ 

L'évanouissement simultané des deux membres de Téquation (2), 
nous empêche d'obtenir une valeur analogue pourB. Pour lever cette 

COS. ainp.C — x I 

difficulté, nouschercheronsla valeur vraie de la fraction , 

' cos.x 

dans l'hypothèse de jr = ~ : après avoir différentié , à cet effet , le 

numérateur et le dénominateur, en remettant au lieu de amp.(-^^ 

sa valeur ^ , et en observant qu'on a sin. ^ = 1 , sin. :r= 1 , nous 

obtiendrons 

d . COS. <f> sin* fdf d<f 

d, cos.x sin.xda; dx^ 

m 

mais en différentiant l'équation dig. f = — Xy il vient 

d5> 2D , , 2D /2Djr\ 

- = -A(o,,) = -.amp.(— ], 

et, nous venons de voir que quand a? = — , Aamp.i a pour- 
valeur h : par conséquent 

df _ 2D6 

dx T 
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et Téquation (2) donne pour B cette seconde valeur 

On voit que ces coefficients A , B , C , contiennent diverses fonc* 
tions de g y exprimées par une infinité de facteurs bitiomes. Ces fonc- 
tions , au nombre de quatre , sont 

« = (l-g)(l-î')(l-9')etc., 

«'= (l_g^)(l-g4)(l_56)etc., 

c = (1 ^ 5) (1 -f-g3) (1 -t-g5) etc. , 
ff' = (1 ^- q-) (1 H- 54) (1 _^ g6J etc. 

On trouve d'abord , qu'elles satisfont à l'équation a' = âc^e'^^' ou 
1 = ^c^' : il nous reste à faire voir qu'elles sont susceptibles d'une 
expression finie. 

Pour cela , soit ^V—^ = V : on aura 

$in.â7=: . cos.2a? = 

2V/— 1 2 

Cette dernière valeur permet de partager chaque facteur trinôme de 
la formule (1) , en deux facteurs binômes , ainsi qu'il suit : 

(4) sm. amp. ( 1 = 

— . A r — ' • • — • • etc. 

^ 2|/— 1 1-^gV^ 1— gV-» 1— g3V> 1— g3V-» 

Mettons h V^— l D(i>) à la place de := dig. ^ = /? : alors 

sin. amp./7 se change en 

sia. amp, [p ^ l/^î D(6)] == ^,J^^^^ (S 26) , 



et comme on a 
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V devient 



par où Ton voit qu'on peut mettre dans, la formule (4), ^ ^^ ' 

au lieu de sin. amp./»^ pourvu qu'on mette en même temps Ygi à la 
place de Y. Par cette double substitution , la formule devient 

csin.amp.p «• aV^ZJ (i_g«v«)(i— y-*) (1— g*V*)(l--g«V~«) 

En la comparant à l'équation (4) , on trouve , en multipliant ces deux 
formules membre à membre , et en réduisant , 



1 /2D\* l 

-= [ — ) A*- -t; d'où résulte A = 

c \ ^ J 4yî 



} î -î 



I,,c 



Connaissant A , on aura les quatre coefficients a, a! y C et C^, qui 
entrent dans les valeurs de B et de G , au moyen des équations 



1 1 t 



A=(5)'«*c \ 



A = 



As 



B = 



-î' 1-9* l-9« 

\/Z.l±l. 1±«!. 1±«!. etc. « \/i. i 



C=r 



— Ç 1 — 5* 1 — 9 



- . etc. = 



+g' l-*-5' 



— ^. T-~ ^- etc. =-(§119), 



. /2D/> 1-f-o l+o» l-f-ûf« ^ /2D/> C 

▼ jT 1 — ûf' 1 — g* 1 — g® y Tf a 



9' 



1—g 1— g* 1— g* a 
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dont la comparaison donne les trois suivantes : 

x' V D ' 'a' V 2D C" C «' 

auxquelles il faut joindre la relation 

1 =r oQC. 

On en déduira sans difficulté 



(5) . 



' • -j .'e^(^y,-i,c'e=irH"-^ 



d'où 

i/6\î 






Ainsi , tous les coefficients qui entrent dans les expressions de sin.-^ , 
de cos.^ et de ^(f) , sont déterminés sous forme finie , et l'on a les trois 
formules 



(2Da?\ g« 1— 2g'cos.2a?-4-g* 1 — 2g*cos.2jî-*-g' 
1 = 2 -ï sin. X • etc. , 
^1 c» 1— -2g cos.2j5+g* 1— 2g'cos.i«J5-*-g* 

, J /2Dj5\ . ^ i/Mi l-f-2g»cos.2jr-4-g* l-t-2g*co8.î 

CaKcos. amp. ( == 2g * - cos. x =rr =^ 

^ '] \ ^ I [cj 1— 2g cos.2aî-i-g* l-2g'cos.î 



/2Da?\ i l-f. 



2j?-i-g ^ 
2a?H-g 

* 1 -f-2g cos . 2 j?H-g* 1 -f-2g' cos . 2aj-+-g* 



6 etc., 



2g cos . 2ar-i-g* 1 —2g' cos . 2a?-f- g* 



etc. 



§ 124. Représentons , maintenant, par Cl le produit des facteurs 
binômes 

(V — V-') (1— ^'^V") (1-5'V-'») (1— 5*V' )(1— ï*V-=»)etc. , 
qui entrent dans la formule (A) , par Ci^ celui des facteurs 

(l__gV») (1— gV-") (l-.g3V")(l-g'V-')(l-y5v-)(l-.ç5v--) etc. , 

qui s'y trouvent également, et proposons-nous de remplacer les pro- 
duits Cl et Cl\ par des séries ordonnées suivant les puissances crois- 
santes de g. Soit, à cet effet, l'équation hypothétique 

A,(V— Y-") H- A,(V3~V-3) ^ A3(V5— V-5) H- etc. ==n, 
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dans laquelle A^, A,, A^, etc. , dénotent des coefficients indépen* 
dants de y : en comparant les deux expressions de A , on aura 

(6) (V— V-')(l-g'V')(l— 2'V-')(l-ç*V')(l-g4V->).etc. = 

A^(V— V-') + A,(V3— V~^) -*. A3(V5— V-5) + etc. , 

et si Ton meLqY à la place de Y , on doit avoir 

(7).... (^V-3-'V-')(l— 9^V^)(1— V-=')(l-ç«V')(l~i^'V-') etc. = 
• A,(gV-g-'V-')4-A,(g3V3— 2-3V-3)h-A3(j»V5— j-5V-*)4-etc.: 

or , en retranchant les facteurs communs au premier membre P de 
rëquation (6) , et au premier membre P' de Féquation (7) , 

P se réduit à (V-V-^ (1-^>V"), et 

F se réduit à (gV— ç-'V-') (1— V-^). 

Ce dernier résultat est égal au précédent , multiplié par — g~'V~*: 
donc, si Ton multiplie le second membre de l'équation (6), par 
— ^""'V"'', le produit devra être égal au second membre de Féqua- 
tion (7) ; ou , ce qui revient au même , si Ton multiplie le second 
membre de l'équation (7) , par + qV* , et qu'à ce produit l'on ajoute 
le second membre de l'équation (6) , la somme devra être zéro ^ ei 
l'on aura l'identité 

0= A,V + A J3 ^- A3V5 + A J7 + etc. 

— A,V -f- A.g'V^ H- A,5*V5 h- A^q^V -v- etc. 

— A,V-' — A,V-3_A3V-6 — AJ-^^etc. 

— A.ç-^V-' — A35-4V-3 _ A^g-ey-*— A5g-8v-7 _ etc. 

Par les puissances positives de Y , on obtiendra les équations de 
condition 

A,-f-A,gf' = 0, A3-f-A,g*=0, A^4- A35«=0, etc. ; 

et comme les puissances négatives donnent les mêmes équations^ on 
en conclura les déterminations suivantes : 

.A, = -A.ç', A3 = -A,s* = A.96, A4 = -A356 = A.g'% 
Aj = — Aj5i* = — A,g'°, etc. : 
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donc , il vient enfin , au lieu de TéquaticMi (6) , 

(V__V-'X1— g^V')(l-ç'V-»)(l-<^^V')(l~5*V-^) etc. = 

identité dans laquelle les exposants de q résultent de Taddition des 
termes de la progression S, 4 , 6 , 8, etc., et sont , par conséquent, 
les nombres triangulaires multipliés par 2. On en déduira, en y met- 
tant ^iV à la place de Y, et en multipliant ensuite les deux membres 
par — g^V, 

(1— çV=)(l— gV-^)(l— ç3V^)(l— çSV-»)(l— ç*V')(l~gSV-')etc. 

équation dont le premier membre est précisément la valeur de U'i 
et dont le second membre est tel , que les exposants de q sont les 
carrés des nombres naturels. Si Ton remet au lieu de V sa valeur 
i»x|/ZT ou COS. X -4- 1/ — 1 sin. x , les deux formules que nous venons 
de trouver , s'écriront ainsi : 

(8) . . .sin.a?(l -2g'co8.2ar-f-g<) (1 -Sg^cos.Sar-hçS) ( 1 -29«cos.2ar-4-g^ ')etc. 
= A, [sin.ar— 5r'sin.âa;-4-^6sin.5a?—g"sin.7:î;-f-<jf^°sin.9:r— etc.] , 

(9) . . .(1— 29C08.2a7-4-g')(l— 2g5cos.2^-h5f«)(l— 2g5cos.2ar-f-gf'°) etc. 
s= A, [1 — 2gcos.2a?-h2g^cos.'4a?— 29^cos.6ar-+-2g^®cos.8^ — etc.]. 

En changeant, dans la première de celles-ci , j? en ~ — x, on aura 

{ 1 0) .cos.ar( l -+-2g'cos.2jr-4-<jf*) ( 1 +29*cos.2jr-i-g«) ( 1 -f-2g«co8.2 jr-f-gr* )elc. 
= Aj [cos.a?H-5'cos.âjr-i-gf®cos.Sa;-+-^"cos.7arH-ç^°cos.9rF-i-etc.] , 

et , en opérant le même changement dans la seconde , on obtiendra 

(n)...(l-^25COS.2a?-t-gr^)(l-H293cos.2arH-g6)(i^.2g5cos.2a?-i-g")etc. 
= A,[l-i-2gco8.2a7-h2g^cos.4ar-f-2g^cos.6j?-i-2g^®cos.8a?-4-etc.] : 

si l'on compare maintenant ces quatre dernières équations , aux for* 
mules générales (a) , celles-ci deviennent 

I . (^Dx\ /in 2gisin.a?— 2gfTsin.8ar-+-2ç"*'sin.5a? — elc. 

[ ' \ ^ / \C/ 1— 2gcos.2a7rf-25*cosJar— 25®cos.6a:-t-etc.' 

/2Dj\ /Mi 29<cos.iF-i-2g?cos.8a?-+-25f4^cos.Sa?-t-etc. 
( )^cos amp.^— j— ^-j • I —^cos,^x-¥^2q'^cosAx—^^cos.Qûl;-h elc. ' 

/2Dj;\ a l-4-25Cos.2.t?-f-25f*cos.4a:-f-2^^cos.6a7-+-elc. 
*^ \ T /~^ l— 2^cos.2j7-i-2g*cos.4a?— 2ç^cos.6j7H-etc. 
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§ 125. La forme de ces expressions remarquaUes , a condoît 
M. Jacobi à considérer deux nouvelles transcendantes B(çi x), 
^{q, x) {*) , ou simplement S{x) , A(x) , dont les valeurs développées 
en séries sont 

(S{x)=il — ^qcos.^-^^q^cos.Ax — ftg^oos.Ca^-f-îg^^cos.Sj? — etc., 
\\{x)==i^q'isin.x — Sçlsin.S^r+Sg^sin.&p — 2g'rsin.7â;+ etc. 

En y écrivant at + |t au lieu de x, on obtient 

(S{x -4- It) = 1 -4-2ç cos.2âr+2^^cos.4^+29®oos.6i; -4- etc. , 
( A (a? -t- Jt) = ^qi COS. x-h^q^ cos.Sj? h- Sgi " cos.Sa; -4- etc. ; 

d'où il suit que les trois formules (b) peuvent être présentées sous 
cette forme très-simple 

sm.amp.^— j=y .— , 



(c) < cos.amp. I j =l- 



b\i A(a?-t-iT) 



0(0;) ^ 
Aamp. —y..-l—-—-L. 

Soit maintenant 

Dx 

— = idig.^ = dig.(T: 

nous aurons , par la formule relative à la duplication des digamma 

(Sao), 

tang. i f «s a(o') tang. o-. 
Par les dernières formules , on a 

'2Do;\ /2Dar\ • h{x)^{x ^ i^r) 



/2Do;\ /2Dar\ 
Aamp.l 1 tang. amp. I j 



e(^)A(a7-f-iT) 



(*) M. Jacobi écrit H(9^ a;) au lieu de a(9^ aè) \ mais la lettre H étant déjà em- 
ployée pour désigner le type général des fonctions elliptiques, nous âVons ëuivi 
l'exemple de Legendre, qui Ta remplacée par A. 
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mettant ix à la place de jt, le premier membre deviendra 



/Da?\ . [Da;\ 



A amp. {^) tang. amp. ( — j = a((t) tang. c : 



par conséquent , on tombe sur cette nouvelle formule 

(d) . . . . tang.iamp.^— ) = ^^,^^^^^^^._^^^^. 

§ 126. Les propriétés des fonctions B et A vont nous fournir un 
grand nombre de formules , dont nous ferons connaître l'usage dans 
le chapitre suivant. Il suffit de la simple inspection des séries repré- 
sentées par S(x) et A(a?) , pour établir les égalités 



s(x) = e(— -a?) , 

e(jr-*-a?) = e(x) , 



A(4?) = — A(— ar), 
A(îr — a?) = A(a?) ,- 
A(jr-4-a?) = — A(:r) , 



Ces fonctions peuvent aussi se déduire l'une de l'autre^ car on tire 
aisément des équations (c), les relations 

A'W H- bA'ix -¥- iTr) — cS'{a;) , 
ainsi , la transcendante S(x) peut se déduire de A{x) , par la formule 



(14) .... e(:r) = \/-A»-H -A"(ar-4-iT), 

w c c 

et , réciproquement, A.(x) peut se déduire de S{x), par la formule 

(15) . . . . A{x) ^\/ - e\x) — e^^-i-iT). 

V c 

Une table calculée pour les fonctions 6(9, x)^ selon les diverses va- 
leurs de 9 et de ^, servirait donc à en former une semblable pour les 
fonctions A(g, x) , et vice versa. 

Comparons les expressions de 6(^), A(x)y B(â;+i;r), A{x-i'ir), 
fournies par les équations (12) et(lS), aux identités (8), (9), (10) 
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et (1 1) : nous en conclurons ces quatre formules nouveUes, dans les- 
quelles C désigne la constante ^ (*) , 

l&(x) = C (1 —2g COS. 2a?-H[*) (1 —2g' cos. 2j?-Hf') (1 — 2ç* cos. 2aî-Hf'®) etc. , 
A(«) = 2g4 C. sin. a?(t— 2g*cos. 2j?-+-g*)(l— 2g*cos.2a?-4-g")(l — 2/cos.2a;-4-g") etc., 
|0(aj-+-| t) = C (1 -i-2g cos. 2j?H-g*) (1 +2g^ cos. 2a?-+-g«) (1 -4-2g'' cos. 2x-4-g") etc. , 
[A(a?-f- jT)=2g4C.cos.a?(l-f-2g»cos.2a;-4-g*)(l H-2g*cos.2x-4-g')(l -f-2g«cos.2a;-i-g") etc. 

Chaque facteur de A(jr), dénoté par 1 — âg'*"* cos. 2j? 4- g*"*, se 
/décompose en deux autres 

1— 2g™cos.a?-i-g^'", et 1 -f-2g"cos.a? -f- g*"; 

de sorte qu*on aura 

Îsin.i a?(l — Sgcos.^ "•" Ç') ( '^ — Sg'cos. a? -f- g*) etc. X 
cos.^ar(l -f- 2gcos.27 -4- g') (1 -t- âg^cos.^ •+- g*) etc. 

mais , si Ton écrit g i à la place de g^ et ^or à la place de ^^ dans les 
formules (16), on a (en désignant par C^, ce que devient la constante 
C , par ce changement) 

A(g^,Ja;)=2C'g»sin.iar(l — 2g cos. j?-*- g')(l — 2g'cos.a? + g*) etc., 
A(gi , 4a?H-iT)=2C'gscos.iar(l-f-2gcos.a;-4-g')(lH-2g'cos.rF-i-g*)etc. : 

donc 

Q 

(17) .... A(g, ^)= — A(gî, ix)A(qi , ix-^i7r). 
On trouverait , de la même manière, 

C r , 

(18) .... e(g,:p) = — 0(gsia;)e(g^, 4arH-iT), 

Si Ton se borne à changer g en g^ ^ dans la seconde des équations 
(16), on obtient 

i 1 

A(gï, a?)=2C'g8 sin . J5(l — 2gcos.2a7-+-g*)(l — 2g'cos.2a;-f-g*)(l — 2g'cos.2j5-+-g*) elc . j 



{*) Toutes les constantes mentionnées dans ce paraj^raplie , seront déterminées 
au paragraphe suivant. 
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et, puisque tous les facteurs trinômes de A{qy x) , sont compris parmi 
les facteurs trinômes de \{qi , a?), il s'ensuit qu'on a 

5:(?!>^_^q~?(l— 2gcos.2xH-9')(l— 2g'cos.2x-f-î*)(l— 2g'^cos.2a?^^^^ etc. , 
A(g,a?) C 

et , par conséquent , 

D'autres combinaisons des formules déjà obtenues , conduisent à de 
nouvelles formules , qui serviront plus tard à démontrer des théorè- 
mes , d'une application très-utile dans la théorie des fonctions ellip" 
tiques. Prenons , par exemple , les deux formules 

puisqu'on a 

Stang.iç, 
sin.^^= 



1 -f-tang.^i'^ ' 
la substitution des valeurs précédentes , donne l'équation 

%{x)~ K''[ix)%\ix-\-i7r)-\-Q\ix)K\{x^iT)' 

dans laquelle toutes les fonctions 6 et A se rapportent à une même 
valeur de g. Maintenant, pour réduire le numérateur du second mem- 
bre, mettons q^ à la place de q dans les équations (17) et (18) : en 
appelant C^ ce que devient G par cette substitution , qui remet C à 
la place de C% on obtient 

A(9% x) = -f A(9, ix) K[q, ix -H ^t) , 

équations dont le produit des seconds membres égale le numérateur 
proposé, a une constante près. Pour réduire , de même, le dénomi- 
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nateur, nous remarquerons qu'en vertu des équations (14) et (le), 
on a la relation 

d*où Ton conclura 

A(iy) 2i&C* A(g% a?)e(g% J?) 

formule qui va nous en donner une autre , par sa combinaison avec 
l'équation (19). Si Ton change q en q^, dans cette dernière , il vient 



^(î'*)=-^rW,-)= 



tirant de cette équation la valeur de A[q, s) , pour la substituer dans 
celle qui précède , on tombe sur ce résultat : 



ci 



(20) .... e(î,»)= r[e%i«)-A*(î,4«)]. 

§ 127. Il nous reste à déterminer les constantes G, C et G^ : or, 
nous verrons tout à Theure , qu'elles se déduisent toutes trois de l'ex- 
priBssion de B [q, 0) sous forme finie. Pour trouver cette expression, 
on remarquera que si l'on fait a;=0 , dans la valeur de B(x) dévelop- 
pée en série au § 125 , il vient 

e(^, 0) = 1 — .2g -h 2g*— 2g« ^- 2gi6— etc. , 

et que , si l'on fait la même hypothèse dans la troisième des formules 
(c), on a 

(21). 1 — 2g 4- 2g4 — 2g9 ^ etc. = Vb{ 1 + 2g -+- 2g* -f- 2g«-+-etc.). 

Représentons par Il(c) la série qui multiplie yb, et cherchons ce 
que devient n(c), quand on change g en g*: en vertu du § 89, on a 
la suite d'égalités 

D;6) D(6,) D(6„) D(6,J . '' 
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et , par conséquent, 

D(c„) D(c) * 

Or, changer q en q^ c'est changer ^^ en- 4§^, ou 5M en §|^ : 

ainsi , par le changement dont il s'agit, n(c) deviendra Tl{c,^). • 
D'après le § 81, on a 

et comme i&^:=— ^, on a, entre les digamma complets D(c^J et 
D(c), la relation 



(22) 



|/D(c) 2 



Observons , maintenant , qu'on déduit de l'équation (21) et de la va- 
leur de n(c), la relation 

(28) . . . . l4-2ç*-f-25fï6^2ç36H-etc.==-— — n(c); 
d'où 

n(«J = — j— n(c): 

de là, el de l'équation (22), on tire 

n(c„) n(c) 



|/D(c„) |/D(c) 

Le premier membre de cette équation est composé en c^^ , comme le 

second l'est en c ; d'oii il suit que le rapport - est une fonction 

de c, telle que l'on peut y changer c en c,,, ou (ce qui revient au 
même) q en g*. Si donc l'on suppose ce rapport développé en série 
de la forme 

"^^^ = A-^B^+Cg"-^Dg3-t-E^*-+-Fg5-f-etc., 



VD{c) 
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A , B , C , etc. , étant des coefficients constants , on aura l'identité 

A+Bg-t-Cg^+D^f^H- etc. = A+B^^+C^f^-f-D^^H- etc. ; 

d*où l*on conclura que tous ces coefficients sont nuls à l'exception 
de A, et qu'ainsi le rapport dont il s'agit est égal à une constante. Or, 
lorsque c=:0, on a 9=09 D(c)=ir, et n(c)ssl : donc la constante 



a pour valeur — ■==., et n(c) est égal à % / — ^. Il s'ensuit qu' 

l-f-S^f-t-S^^-nSg^-t-S^'^-H etc. = \/ — , 
et, finalement, à cause de l'équation (21), 



on a 



e(î,0)=Y/ 



2^D 



Voyons comment cette valeur de B(g, 0) va nous conduire à la 
détermination des constantes C , C et C^. Pour assigner la première, 
nous remarquerons que le développement de S(x) en facteurs tri«- 
nomes (§ 126), fournit la relation 

^^ = (1 _,)'(! _ g»)'(l - q^y etc. = «' , 

111 1 

et que, d'après le § 12S , âc' a pour valeur ^^qTib^c ""•. On en con- 
clut immédiatement 



C == ^"" " (Uc) 



VI- 



La constante C étant ce que devient C, quand q devient y'q, nous 
ferons observer que ]^|^ = 2^, par la même raison que 57S==2^||^ , 

d'où i 5^^) = bI^- Or, changer q en q^ , c'est changer ^^ en J 5^j , 
ou c et 5 en c' et 5' : par conséquent 



C'=î-A(2iV)iy/H^ 



Mais on a 

c' = ^, i' = |^, D(c') = (l + c)D(c): 
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il vient donc 

Quant à C,, qui est ce que devient C par le changement de q en 5', 
il est évident qu'on trouverait , par un raisonnement analogue à 
celui qui nous a donné C, 



c,=r^(2v,)V^; 



et comme on a 



2J/Ï i^b , 1-+-^ 

il vient, en faisant toutes les substitutions et réductions nécessaires , 



c,=(2îr^cH"y^5. 



§ 128. Si dans Féquation 

on prend les logarithmes des deux membres , les différentielles de ces 
logarithmes, divisées par dûf, donnent la relation 

c'sin.^cos.^ df c?.0(j7-t- Jt) d.S(x) 

A^ dx cb.e(a?H- iîr) dj;.6(iF) * 

si l'on y substitue la valeur ^ = —a qui résulte de l'équation 
dig.y = --^ , on obtiendra 

2D c'sin.ç>cos.ç> dS(x'^i^) dS(a;) 

TT A dxM{x-\'\7r) dxMi^x) 

Soit dig.Ç une fonction de première espèce , telle qu'on ait 

dig. 2:^= — (a7-+-iT)==D.4-dig.y : 

il viendra , par les propriétés connues , 

c'^sin.^cos.^ 
E -+- eps.^ — eps.Ç=c'sin.^sin.Ç:i= , 
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et »i Ton fait t := ^ , on déduira de ces deux équations 

c^sin.ecos.v , ... V 

= (eps.y— t dig. î») — (eps.Ç — tdig.Ç) . 

Combinant ce résultat avec celui qu'ont donné les difiPérentielles des 
logarithmes , on trouve l'équation 

— (eps.ç^— tdig.^»)— = — (eps.Ç— tdig.Ç)— ^ * ^ 



dans laquelle il importe de remarquer que eps. ^ et eps. Ç , pouvant 
être dénotés par eps. amp. F— x\ et eps. amp. [^ (ar-t- { t)] , les deux 
membres sont des fonctions semblables^ l'un de x et l'autre de j?+ {r : 
on peut donc écrire cette équation sous la forme 

(24) <ï)(jr) = $(j?^iT). 

La fonction ^(ai) se compose d'un epsilon , d^un digamma et de la 
fonction 

dS(x) Aqs'm.^x — 8ç*sin.4a7-»-125^sin.6j?— lÔç^^sin.Sor+etc. 



da;.S(x) 1 — 2^cos.2:r -4- ^q*cosAx — 25*cos.6a;-+- 25''®co8. 8j; — etc. * 

celle-ci s'évanouissant , ainsi que eps.f et dig.3?, quand d7>=:0 , il s'en* 
suit que ^{x)=Of quand x=0. Ce résultat, combiné avec l'équa- 
tion (24) , fait voir que ^(x) s'évanouit encore , chaque fois que l'arc x 
est égal à un nombre quelconque de quarts de circonférence. 

Je dis maintenant que la fonction $(s) est toujours nulle, quelle que 
soit la va leur de x. 

Pour le prouver, nous aurons recours à la formule (20), dans la- 
quelle nous Remplacerons x par ^x\ ce qui donnera 



1 



e(2ar)== ; r^V) — ^*W] • 

26 cy 

commeonasin.ç)=-^* ^^ , d'oiî A(jr) = c* 6(0;) sin.ç), il viendra, en 

ci ©(a?) 
portant au lieu de h{x) sa valeur dans l'équation précédente , 

1 

e(2x) =— ^e*(:r)(l~c'sin.*y). 
25 CV 
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Cette équation étant différentiée logariihmiquement, c'est-à-dire après 
que Ton a pris les logarithmes des deux membres , donne 

dB{^x) AdS(ûi;) ^c'sin.'^cos.y 

or, si Ton différentie la formule (17) du § 66, après l'avoir écrite 
sous la forme 

r(/u) = 4ï(î>) -f- log.(l — c'sin.'*^) , 

fiL représentant l'amplitude d'un digamma double de celui de ^ , l'on 

aura 

,_^- df£ df 4c'sin.'©cos.ç) , 

(26). . eps.^. — ^4eps.,.-^--j— ;-j-^d,; 

et comme ~-ii.= Stt^j il vient, en substituant à-TT^ sa valeur ^dx , 

4D j ^^ j 4c^sin.'ç)Cos.f 

ir IF 1 — c*sm.*|) 

Retranchant de ce résultat , l'équation (25), on obtient, en combinant 
le reste avec l'équation déjà employée dig./£ =2 dig.f» , 



2D 






ce qui met en évidence une seconde propriété générale de la fonc- 
tion ^ , caractérisée par l'équation 

*(2-r) = 2*(ar). 

Maintenant , si l'on développe ^{x) en série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de ar^ cette série ne contiendra aucun terme 
indépendant de x , car s'il en était autrement , ^{x) ne s'évanouirait 
pas avec x : on pourra donc écrire 

*(ar) = Aa: -+- Bi:' -4- Ca?3 -f- Di7^ -+- Ei?5 -t- etc. , 

A , B , € , etc. , étant des coefficients constants. Mais alors , on aura 
aussi 

(^x) = ^kx -4- 2^B^' -4- 23Ca;3 + %k\^x'^ ^ ^^Y.x^ ^ etc. ; 

16 
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et comme $(âjr)=s2«&(d?), on en conclura B=0, Gs=:0, D^kO, etc.f 
et il restera simplement ^(s)= A^. Or , la condition $(â;)sss <^(^+ir) 
exige que Ton ait Ââr = Aâ; + A.iT; d'oii A:=sO: on a donc, en gé- 
néral, $(:r)=3=0; ce qu'il fallait démontrer. 

§ 129. La première conséquence de l'équation ^(j;)=:0, est 

2Di 4osin.2i7 — 8ff^sin.4d?-+- 12o*8in.6ip-^etc. 

— (eps.9 — tdic.©j= ; 

^ ^ r r or/ 1— 2gcos.2jr + 2g*cos.4j7— 2g«cos.6jr-i-etc. 

formule qui servira à déterminer la fonction de seconde espèce eps.f , 

au moyen de la fonction de première espèce dig. f = : de sorte 

qu'on aura cette expression de eps.f) en fonction de ûp, 

2Ea? 2:t 9sin.2:r — 2g^sin.4:r + 85^sin.6i7— etc. 
.y ^ ^ 1 — 25fcos.2:ir-t-25f*cos.4^ — 2g^cos.6a7-*-etc. 

La fonction B(x) étant développée en facteurs trinômes , comme il 
suit : • 

e{a?)=C(l~2çcos.2^-*-ç*)(l— 253cos.2ar-f-9«)(l-25f5cos.2a;H-9'°)etc., 

on en tire , par la différent! ation , 

dS(x) Âqsm.^x 4^*^910.25? Aq^ain.^x 

dx.S(x) "~ 1— 2gcos.2a;-hg* 1— 2g'cos.2a;-4-5*' 1 — 2g^cos.2aî-4-g" 

Mais^ par une formule aisée à vériOer , on a 

osin.2jr 

;; — = osin. 2a? -♦- o^sin. Àx -t- o^sin. 6j? -f- etc. : 

l~2gcos.2i?-+-ç' ï ï ï 

donc, le second membre de l'équation précédente, peut se dévelop- 
per ainsi : 



^ 


sin.2a;-t-45'* 


sin.4arH-45f^ 


sin.6^-f-45'* 


sin.8â7-f-etc. ; 


493 


-4-4g6 


+4g9 


+4gi2 




4g5 


+45'" 


-+-4gi5 


-f-4g20 




etc. 


-+-etc. 


-^etc. 


H-etc. 





et si l'on fait la somme de chaque colonne verticale , cette quantité 
deviendra 



4g 

- sin.2^ 



1-9 



49^ 4o^ 

8in.4j? -4- . : sin.Ba? 



l-q* 



1-5 



6 



4o* 

sin.8^+ etc. : 



1-98 
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donc enfin , Téquation $(a7)ssO pourra s'écrire sous la forme 
(2D)..eps.ep= h— I --i--sm.2a?-t-7-^8m.4a?-f--=-r:Sin.6ar-t-etc. L 

* a- DLl— g* \—q* 1— g* J 

Si Ton suppose s infiniment petit , ce qui donne eps. f = f >» » 

on déduira de cette dernière série , la formule 

qui servira à calculer l'epsilon complet E(c), au moyen de la fonction 
q, c'est-à-dire au moyen des digamma complets D(c) et D(i&). 

Si l'on multiplie respectivement les deux membres de l'équation 
(28), par -^ et par — - ^ on trouve en intégrant, après avoir dé- 
terminé la constante par la condition qiie ^ et a; s'évanouissent en* 
semble, et en remplaçant, en général, 1 — cos.Sjs par âsin.'s, 

2DE r q . 3* * î' . . 1 

(29)...ï(9)=— --ic*-+-4 — =— sin.'x-f-l— ^— 8in.*2aî-f-î -sm.*3aî-+-ctc. 1. 

t' \J-q* 1-g* 1— «• J 

Si l'on prend , dans cette formule , y = |-(^'^^ ^ "^^ ^) » ^" *> ^^ 
vertu du § 6ô , 

(80). . . ilog.i=-j^ + J. -iL_+ |. _jl_ + etc. 

Si l'on différentie la formule (28) , en observant qu'on a 

do 2DA»£is 

d.eps. ç)=: A\ ~ 



A T ' 



1 — c'sin.'9 = ^ -4-^rr(^~-— ~ — t- ^^. ^^"'•^•^ ^ '^^ ^^^.^^ ^ etc.]* 



on trouvera 

E 2a-Vgcos.2a7 S^'cos.-io? %q^cùsS:if 

Cette équation, combinée avec le résultat qu'on obtient en y faisant 
^ s , donne 

,^,, . , 4t' rasin.'ar So'sin.'Si? So^sin.'Si? T 

(81 . . sm.> = -— ^- r-+" -^ 1 — -^-^. s— -+- etc. ; 

expression assez élégante , qui peut servir à déterminer l'amplitude 
par le digamma. 
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§ ISO. Soit maintenant 



=dig.î>, — = dig.A: 

soit , de plus , 

2D 

diQ»fii=s dig.f -f- dig.A = — (a? h- /) , 

dig. V = dig. f — dig. A = — (ar — i) : 

on aura d'abord , en considérant A comme constant , 

SDJiT Jy dfi dy 

~^ à(f) ~ a(a*) ~ a(v)* 

Ensuite , l'application de la formule ^[x)==iOy ou 

dB(x) ^Ddx ^ 1. X 

(82) . . . ^\ = (eps. y — t dig. f ) , 

©(il?) T 

donnera les deux équations 

cl8(a?-f-/) Wds ^ ... . 

— ^ — - = (eps. A* - t dig. A*) , 

eie(ar— /) 2D(iar , 

-^7 jr = eps.v-^tdig.v); 

d'oii Ton tire 

' n - ç.l ^ =-7-r(eps.A^>-eps.v-fdig.A^4-fdig.y). 
0(a?-*-/) B(ir — /) A(^) 

Mais les propriétés des epsilon fournissent les équations 

eps. ç> -4- eps. A — eps.^ a= c* sin, y sin. A sin. ^ , 
eps. y H- eps. A — eps. y a= c' sin. f sin. A sin. v ; 
d'où 

eps. fjL — eps. V t= 2 eps. A — c* sin. A 8in.^(sin.^ -♦- sin. v) : 

et comme on a , d'ailleurs , 

dig. fjL — dig. 1/ = 2 dig. A , 

2sin.ycos.AA(A) 

sm. /a -t- sm. V = --: — — ": — T" va "-^z » 

1 — c'sin.^'Asm. f 
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on obtiendra , en faisant les substitutions , 

dBCx'-l) de(4r-+-/) rf» /2c'sin."*sin.Acos.AA(A) ^ ^.,. \ 

B(x—l) e(ar-l-/) A{f)\ 1— c*sin."A8in.'f> ^ 1 

équation différentielle dont l'intégrale est 
(e)..,cot.AA(A)[kaL(A,c, y) — dig.y]-+-(tdig.A—ep8.A)dig.f=ilog.-r; : 

on n'a point ajouté de constante arbitraire , parce que les deux mem- 
bres s'évanouissent lorsque f>= 0. 

§ 18 1. La formule précédente nous apprend, qu'à Taide de la 
transcendante 6 , on peut réduire les kappa logarithmiques à des 
fonctions de deux arguments. Il est donc naturel de chercher à mo- 
difier notre formule de manière à la rendre applicable aux kappa 
circulaires. Introduisons , à cet effet , dans ses deux membres , la 
substitution imaginaire de sin. A en |/ — 1 tang. 9 : par les résultats 
obtenus aux §§ 25 et 31 , le premier membre multiplié par V^ — 1 , 
deviendra 

^jj^^l^kap (c'taûg.«0,c,y)-co9.«M 

Quant au second membre , également multiplié par k-— T, il a pour 
développement 

(l — iqcos.ixcos.^l-^-^q^cos.AûccosAl — etc.i 

( — ^qsin.^a;siiï. âZ + S^^sin. 4â7sin.4/ — etc.; 

(l — ^q COS. %e COS. 2/ -*- ^q^ cos. Aûs cos. 4/ — etc. ) 

( -+- Sgsin. 2:rsin. 2/ — 29^sin. 4arsin.4/ -+- etc.) ' 

mais , en faisant 

dig. (5, e) = _il, 



réquation dig. (c, a)=:V/'— 1 dig. (5, e) donne 



'-^-'W)'' 



q'' 



( 246) 

par conséquent 

2D{b) 2D(») 2J 2# 

On aura des valeurs semblables pour âcos.4/, 2sin.4/; etc. : faisant 
ensuite 

P = 1 — g\ç ^-^ çWcos.Sd? -♦- 51* x^f ^-4- q^l cos* Ax 

— 9® W ^^- q^l COS. 6s h- etc. , 

Q = ^\^"~ ^— ^jsiB. 2a? — ^* W"^ ^— g^jsin. 4ar 

^\g ^ — q^l sin, Qx — etc. , 
il viendra 

i j/rrr log. e (;r - /) = ik"^^ log. (P — Qk"^ , 

4i/rrTiog. e (^ -4- /) = iV/^n"iog. (p -h qi/^ -. 

donc 

e(x^l) , p — Qj/ZTî 

e (a: + /) P ^ QJ/— 1 

Soit enfin (*) 

la quantité logarithmique qui précède , se réduira à l'arc de cercle 
qui a O, pour tangente , et l'on aura cette nouvelle formule 

I --; [kap.(c'* tang.'e , c, ^) — cos.^^O dig.(c, ç»)] 

sin. d cos. 

(/)• • ^-f- dig.(c, y)[(l — t) dig. (fc, 0) — eps.(6, e)] 

= arc (tang, 5= n) , 



(*) Dans le traité de Legendre , H désigne Tare qui a pour tangente — - 
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par laquelle on voit que le kappa logarithmique de la formule (e), 
s'est changé en kappa circulaire. Mais cette transformation ne nous 
procure pas l'avantage d'exprimer les kappa circulaires, par des 
fonctions de deux arguments , car la transcendante O, qui est 
devenue notre nouvelle auxiliaire , dépend essentiellement de trois 
quantités, q^ a; et i; et Ton ne voit aucun moyen de la décomposer 
en deux parties , qui pourraient s'exprimer chacune par deux argu- 
ments. Ainsi, la propriété des kappa logarithmiques, qui fait Fobjet 
des §§ 62 et 130, ne parait pas s'étendre aux kappa circulaires. 

§ 132. Si l'on ramène au type normal la fonction kap.(cHang.''^,c,f)), 
à l'aide des formules (a) et [b) du chapitre Y, l'équation (/) sera rem- 
placée par / 

5^sin.6cos.O 

,.. ,v [kac.(ô,c, y)- dig.(c, ^y] 

(g). . . . {=dig.(c,ç>)[(l— i)dig.(5,0) — eps.(A,6)] 

t-arc tanfç. = —^ — arc(tanff.=a). 

\ ^ cot.y cot.e / V D / 

Soit r ce que devient la fonction q lorsqu'on y permute les modules 
i& et C; et représentons par P' et Q', deux séries composées avec r et 
les angles-limites t et :r,.de la même manière que P et Q avec q et les 
angles-limites a? et *; c'est-à-dire que 

r^ ^ ^r^ ) C08.2* h- r* [r'^'^ -t-r ^ /cos.4/ 



6x\ / Sjc 8x\ 



(6x 
r ^^r^ jcos.6^-+-r»6\r ^ -4-r ^ ^008.8* — etc., 

r~ ^— r "^ y sin.2f — H [r'^ "^— r ^/sin. 

-f- r» \r"~ >"— r^ /sin.6< — r^^\r^ ^ — r ^ jsin.8<-+- etc.: 

par suite des propriétés des kappa circulaires , si l'on pose -— =j\ 
^= a' , la formule [g) pourra être remplacée par la suivante : 
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i'sin.6 COS.0 ., . ,. / x-r 

^/^^g. [kac.(0, c, y) — dig.(c, f)l 

(9')' • • ^= dig-(c, f)L;clig.(i>,e)--eps.(fc,0)] 

H- arc(tang, = n') • 

En effet, si l'on permute dans l'équation (^), les lettres et ^ , i& et c, 
les angles-limites a; et ^ seront également permutés , et les fonc- 
tions q et i se changeront respectivement en r et en j. Il suffira , 
pour lors , de combiner le résultat de ces permutations avec la for- 
mule* (e) du S 56 , pour obtenir l'équation (gr'). 

De la combinaison des formules {g) et (g^) avec la relation entre les 
fonctions complètes (§60) 



i-^j— 1=: 



/M 2te /A(i&,0) A{c, f)\ 

arc tang.(n)-f- arctang.(a') h = arc tang.i • — ^ ) ; 

T \ COt.O COt.o / 



2D(5).D(c) ' 

on déduit sur-le-champ 

2te ^ /A(i&, 0) a{c, y) 

équation qui lie entre elles , d*une manière bien remarquable , les 
transcendantes a et Q'. 

§ 13S. Soit maintenant T {tau) ou T (r, x) une fonction de r et de or 
ainsi exprimée 

r^^+r"^ j-f-r*\r~^— r^j---rO\r""^-*-r^y-f. etc. : 

si l'on suppose infiniment petit dans les deux membres de l'équa- 
tion (gr') , et que l'on désigne par w' ce que deyient Qf par cette hy- 
pothèse y on aura 

(88). . . . i&^0[kap.( — l,c, ^) — dig.çj] = 0(j — l)dig.y -t- w'; 

équation dans laquelle le premier membre se réduit à 

^'ej~-eps.î»-f-- Atang.^J (§48). 

Quant au second , l'angle-limite t étant aussi infiniment petit , tous 
les sinus qui entrent dans l'expression de o! se réduisent à leurs arcs , 
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et les cosinus à l'unité : de manière qu'il vient pour o)', 

r 5r__^TJ_2r*\^ ^— r^/-4-8r9\r »" — r'^ /-f-etc. 

o=z'2t. — : ^ ; 

r'""^-f-r''A-4- r*\r""^ +r^}— r^lr"* ^ +r^/+etc. 
d'où 



log.r W:r D(cj Ida;' 

et, en vertu de l'équation 6 = dig.(5^ 0) = — ^ ^, l'on obtient 



0) 



2D(c) Trfa? 



Cette expression étant substituée dans l'équation (S3), il reste, après 
avoir supprimé le facteur commun , 

T dT 
d'oiî Ton tire 

r E(^)i 

(35) eps.y=Atang.^-*-l 1—— Jdig.y 

(2a- 2£^^ / 4r 4x\ / 6x 6^\ 

r~^— r'V— 2r4\r"" ^ — r^/+8r9\r '^— r'*" /-etc. 






D(fc) 

etc. 



Si l'on multiplie tous les termes de l'équation (â4) , par -^ ou 
par son équivalent -^ , on aura l'équation diiSerentielle 

dT do df sin.o df 
— =eps.y. -• 4- (7—I) dig.î>. — , 

1 A A COS.^ 

dont l'intégrale est 

log.T = "r(^) -4- i [j— I) dig.-^ H- log.cos.5j-4- const. : 



y 
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&i l'on fait , pour un instant , ^ss=0, on trouve pour valeur de la con- 
stante (§ 127), 



log.( 1— 2r H- 2r*— 2r9 + elc.) = log 
et Tëquation précédente devient 



.t/EE*) 



(86).... log.T=T(y)+i(y-l)clig.'y-»-log.CO$.>+ilog./?^) ; 



'2cD(6)\ 
d'où l'on déduit pour T(f) cette expression remarquable 

W ï(f) = 

r"""^H-r'^/ -H r*\r"" ^ -t-r ^ y -rHr"" ^+r ^ y +etc.] 

r E(^)"l , /2cD(5)\ 

-*- i [ï— 57^ J àig.'f — log. cos.y — i log. f — 7-j ' 

§ 134. Nous avons déjà fait observer au § ISl , que Ton peut ré- 
soudre au moyen de la fonction 6, le même problème dont la solution 
nous a été fournie par la transcendante T. C'est qu'en effet ces deux 
fonctions se déduisent aisément Tune de l'autre. Pour le prouver , 
nous remarquerons que si, dans l'équation (32) du § 130, on remet 
au lieu de — - et de t leurs valeurs -^ et - , l'intégration donne , 
après avoir déterminé la constante comme pour la fonction T , 

E 25D 

(37). . . . log.e(ç,^) = ïW- — dig.»y+ ilog.— ; 

d'où 

(A') ■' ' nf) = 

log. (1 — ^qcos,%x -t-2ç*cos.4j? — 2g^cos.6^ + 2g*^cos.8:F — etc.) 

E , 2i&D 
-^ i- 7: «*g-> — i ^^S 

La combinaison des formules (36) et (37), donne le résultat suivant : 
log. T(r, .) = log. 6(5 , ^)-^ log.cos.y+ ^^^^^ +iIog. — : 
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si , dans cette équation , on remplace cos.^ par sa valeur en B(q, x) 
et A(ç, jr -4- f t) (§ 126) , on obtiendra 



nr,x)=y/ 



X» 



D(c) 



Afq, «+ ir), 



OU , en permutant 6 et c dans lets deux membres , 



expression assez simple de la transcendante T au moyen de A. 
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CHAPITRE XIV. 



Méthode des nomes. 



§ 1S5. Le r61e important que joue la transcendante auxiliaire ç, 
dans la théorie des fonctions elliptiques , et l'extrême convergence 
des séries qui procèdent suivant ses puissances, ont engagé Legendre 
à la prendre pour base d'une méthode d'approximation , qui nous pa- 
rait être la plus expéditive dé toutes , pour le calcul des transcen- 
dantes elliptiques. Ses éléments sont : 1° le module ; 2° l'amplitude ; 
3" les fonctions complètes D(c) et D(i&); 4® la fonction q. La gran- 
deur de l'approximation dépend presqu'uniquemcnt de cette dernière 
transcendante , dont un jeune géomètre belge, M. Loxhay, a calculé 
une table, d'après nos indications. Cette table, que nous avons placée 
à la un de cet ouvrage , est construite au moyen de celle de Legendre 
pour les fonctions complètes. Elle a également douze et quatorze 
décimales , et procède par dixième de degré, depuis zéro jusqu'à 45". 
Il est inutile de dépasser cette limite, à cause de la propriété suivante : 

Soit l'angle du module , censé plus grand que 45" : en désignant 
par Ty ce que devient q quand le module se change en son complé- 
ment , on a 

1 D(6) 

1 D(c) 

et , par conséquent , 



l 1 

log. log. - -+- log. log. - = 2Iog. T. 
q r 
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En dénotant par log/ les logarithmes vulgaires , et par M le nombre 
0.43429.. ..., qui sert à convertir les logarithmes népériens en loga* 
rithmes vulgaires ^ cette formule devient 

log.' log.' — h log. 'log.'- = S (log/îT -4- log.'M) 

== 0.26986 88679 89342 : 

ainsi l'on voit que ^ et r se déduisent facilement Tun de Tautre. Lors- 
que q^=r, on a 5 == 23^ 9 ^ peu près : il y a donc toujours un des 
deux nombres q et r, au-dessous de cette fraction. 

Si Ton prend ^r =0.1 et c = sin.d, la table précitée fait voir, que 
cette valeur de q répond à un angle du module, compris entre 
6===63^6 et 0=63°.7 : ainsi , jusqu'à la limite = 63^6 inclusive- 
ment, on a g[<0.1. 

Pour abréger le discours , et renonciation des propriétés de la 
fonction ç, nous appellerons cette fonction le nome (*) : l'angle 9, 
qui sert d'argument commun à 9 et au module c, sera dit l'angle du 
nome, et la fonction r portera le nom de complément du nome, ou 
de nome complémentaire, La méthode qui a pour objet l'évaluation 
des. fonctions elliptiques au moyen de la transcendante q, pourra 
s'appeler la méthode des nomes. 

§ 186. Soient les équations 

(1) P=dig.(c, ?)) = —— :p, 

2 2D(c) 
p, = dig.(c„ y,) =— — X , 

1 -1- C^ TT 

X désignant toujours l'angle-limite : si l'on remplace dans la der- 
nière , D(c) par sa valeur (1h-c,)D(c,), il vient 

2D(0 

équation dans laquelle on remarquera ^ que le second membre est 
composé en c, et en ^x, comme le second membre de l'équation (1) 



(*) Du mot grec vofMc, , loi. 



Test en c et en :r. Or, nous ayons déjà vajeii] $ IVtf que changer c en c,, 
c'est changer q en q^ : il suit donc de la remarque précédente, que 
81 dans une égalité ^ on a d'une part des fonctions de c ei de -p^ et de 
l'autre des fonctions de ({ et de x^ on pourra changer simultanément 
c enc,et ]p en p,, pourvu qu'on change q en q' et x en 2x. A l'aide 
de cette règle , il sera facile de trouver l'expression en q et en x, d'une 
fonction quelconque T{c,, p^) , si l'on sait comment la fonction'pri- 
mitive ¥(c^ p) est exprimée au moyen de ces mêmes quantités. 

§ 137. Puisque la fonction 6 constitue, en quelque sorte, la 
dernière expression des kappa logarithmiques , on peut demander 
quelle modiûcation il faut faire subir aux éléments ^ et j; de cette 
transcendante, quand on veut passer de la fonction kal. (A, c, ^ ) à sa 
transformée kal. (a^ , o^, f,). Pour répondre à cette question, nous 
poserons 

d'S-Cc, ?) = ——-*> aig.(c, x) = — — /, 

puis , nous écrirons l'identité 

r /^^A ^^ 1 

kal. (a, c, ^) = kal.| amp.l — / , c, amp. — a? 1: 

» 

comme, dans la transformée, l'angle A^ du paramètre se déduit de A 

suivant la même loi que l'amplitude f, se déduit de f (§ 100), nous 

aurons 

kal.(A, , c, , f ,) = kal.famp. f — —m , c, , amp. [ — —^x jl ; 

par 011 l'on voit qu'il faudra changer qenq''^etx etl en Sor et S/, dans 
le second membre de la formule (e) du § 130, pour qu'il soit égal à la 
valeur que prend le premier membre, lorsqu'on y change c, o et A, 
en c, , ç?, et A,. 

Une modification analogue a lieu pour la transcendante Cl , con* 
sidérée dans ses rapports avec les kappa circulaires. Nous avons vu 
au § 105, que lorsqu'on passe de la fonction kap.(c'* tang.^'d, c, f) 
Il sa transformée kap. (c/ tang.Vj c, , y,), l'angle ^ se déduit de 
l'angle d au moyen de l'équation 

Jig- (*,«)= 4^ dig.(6„^): 
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or, en posant aig.(i&, 0) = 1, cette équation revient à 

et si Ton remarque que Ton a , entre le module b, et le module plus 
petit b , ]a relation D(i&,) = (1 -f- b)D[b) , on obtient 

dig. (i„ ^) = ?5^/ ; 

ce qui est la valeur de dig. (fc, ô) , au changement près de b en b,. 

Ayant donc écrit 

kap.(c'tang,"0, c, f) = 

, r /2D(i&) \ . /2D(c) \1 
kap.l c'tang.'*amp.[ ^l,c, amp.l xj 1 , 

on aura 

kap.(c/tang.>, c„ ç>,) = 

kap.l c/tang.'amp.l *l,c,,amp.l 2arj I: 

ainsi , en changeant q en 9^ et s en 2^7 dans la fonction a, mais sans 
changer t en 2^, on passera de la fonction de , de .c et de ^ qu'ex- 
prime le premier membre de Féquation (f) du § ISl , à la fonction 
semblablement composée en ^, c, et '^,. 

On peut considérer Tinvariabilité de l'angle-limite t , que nous 
venons de signaler , comme l'expression transcendante de la loi de 
dérivation mentionnée au §103; loi qui parait avoir échappé à la 
sagacité de Tiliustre auteur du Traité des fonctions elliptiques, mal- 
gré la facilité avec laquelle on y parvient, à Taide de la transforma- 
tion imaginaire qui lui a fait découvrir la transcendante n. 

§ 138. Dans les diverses formules d'approximation qui vont suivre, 
l'inconnue est donnée par une équation de la forme 

X = A(l -f- «r) , 

A étant la valeur approchée de a?, et A<f l'erreur absolue* Ordinaire- 
ment, ce qu'il importe le plus d'obtenir, c'est l'erreur relative, qui a 
pour expression — , c'est-à-dire r^r-jr Cette quantité ne différant de J" 
que d'une fraction de l'ordre d^, que nous supposerons négligeable , 
on pourra regarder cT comme la mesure de l'erreur relative. 
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Bien que ies^ tables de Legendre donnent les fonctions complètes 
D et E, avec un haut degré de précision , nous allons faire connaître 
plusieurs formules, qui serviront à résoudre le problème suivant : 

Etant donné un module quelconque c, assigner la valeur des fonc- 
tions b et E, avec un grand nombre de décimales exactes ^ et donner la 
mesure de l'approximation. 

Les formules dont il s*agit , se déduisent des deux suivantes , que 
nous avons démontrées au § 127, et qu'on peut regarder comme fon- 
damentales : 

/2D 
(2) . . . . l-4-2gf-f-V-*-V-^V^+«tc. =1/ — 5 

(8) . . . . 1— 2g+V— V+V®— eic.=î/Â\/— • 
La somme et la différence de celles-ci donnent 

(4). . . .l+V+V+V+etc-=^^T-^\/— , 

(5) . . • . gf-i-3«-4-925-f-9*»-4-etc.= — - — \ ~' 

Si Ton change dans l'équation (8) , c en c„ , et, par conséquent , 
g en gf*, il vient, en remplaçant c„ et D(c,,), par leurs valeurs en 
fonction de c et de D, 

(6). . .l_25«+V«-V«+etc. = y/iii^t/^. 
En faisant la somme des séries (4) et (6), on obtient 

(7) 2 + 4310 + etc. = Y/ TV~T—^V a / 

désignant par Ç le coefficient de \/\-^) > ^o\\% aurons 

2 H- 43»»-*- etc. = ? V/ — ; 



d'où 

D = -^(lH-V«H-clc.). 
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On se formera une idée de la hauteur de cette approximation , si l'on 
remarque que pour c=sin. 45®, on a 

log.vulg. 9 = 2.686635 
et , par conséquent , 

log. vulg, V« = 22.772220 : 

ainsi , l'erreur relative a pour mesure une fraction décimale , dont le 
premier chiffre significatif est précédé de vingt-deux zéros. 

Lorsque c=sin.68«.6, on a 4ï^«<0.00000 00000 00000 4 {§ 188); 
mais dans le cas oii c est très-voisin de l'unité , la formule précédente 
cesse d'être applicable. On s'en servira alors, pour calculer le digamma 
complet du module complémentaire , et l'on aura recours à la série (5) 
pour déterminer le nome complémentaire r. Cette série donne , en 
changeant ç en r et 6 en c, 

1— V/^t /2D(6) 
r-f. r9+ etc. = — j — W — ^ : 

dénotant par a le second membre de cette équation , et remplaçant r 
par sa valeur en D(c) et D(fc), on a 

■x«)=ï^H.(,=,^)-ffl[H.-:-.o,(,-t!±^)} 

Mais ~ étant une fraction très-petite , on peut prendre 

/ r^H-etc.X f* 



d'où 



D(i&)r 1 r»! D(i), l / r» \ 



substituant à » sa valeur r-i-r®-f- etc., l'erreur d* aura pour valeur, le 
rapport r^ : (r-^r^) \oq.{^) , ou r» : (l-f-r«) log.(;;^v5) , c'est-à- 
dire qu'elle sera au plus de l'ordre r®. 

La formule que nous venons de trouver, servira à calculer les di- 
gamma complets, depuis c=sin.68®.6 jusqu'à c=l . Pourc=sin.6â°.6, 
on a log.vulg. r=2. 1 8878, et, par conséquent, log. vulg. r*=17 .24857; 
ce qui donne la mesure de l'erreur. 

17 
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§ 189. La différentialion des direrses séries mentionoéés au § pré* 
cèdent, en produit une infinité d'autres , au moyen de la relation 

que Dous allons démontrer. 
Posons , pour abréger , 

D(fc) = D', ^h) = r : 

la différentialion de la transcendante ç, donne immédiatement 

db dû' D' db 
de de irq de 

Mais , d'après le § 70 , on a 

db 
db 

et , par conséquent , en permutant 6 et c, 

E'=c^D'— 6'c-7-. 

do 

On tire de ces deux équations , en remarquant que -3- == — t ? 

de b 

dc~ b^c ' 

dD_rfD d6__6=»D — E 
^ ^ ' * * ' dc^ db' dc~ 6'c ' 

substituant ces valeurs dans l'équation (9) , on obtient 

4"(ED' + E'D - DD') = — . ^ ; 
fc*c^ '' rq de^ 

ce qui devient la relation (8) , en vertu de l'équation (11) du § 60 (*). 



(*) Legendre donne la relation (8) , dans le deuxième supplément de son Traité, 
page 110 ; mais 11 a écrit par erreur — t, au lieu de -♦- t*. U y a aussi dans la 
iS'^ formule de la même page, (2AA')i au lieu de (^kk')B ; ce qui rend fautives les 
deux formules suivantes qui s'en déduisent. 
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Cette relation , appliquée aux formules (â) et (3) , donne respective- 
ment, par sa combinaison avec Téquation (10) , 

g + 4g* + 9^9 + 16g^6 + etc. = — ^(E — 6^D)\/ — , 

d'où 
y + 9^9 + 28î» -f- élc. = -L%/— [E(l— J/Ï) +. (V/À— A«)D1. 

En retranchant de cette série Téquation (5) , et en posant , pour 
abréger , 

Y/^=a, l-<|/fc = <?, .|/fc~i' = y, 
on trouvera ce résultat : 

d*oii Ton tirera , pour expression de l'epsilon complet , 

Le terme 8ç^ étant divisé par un binôme qui s'évanouit avec ç^ il 
est assez difficile d'évaluer a jortori l'approximation que donne la for*- 
mule (1 1)« On peut, cependant, assigner la limite vers laquelle con- 
verge l'erreur, à mesure que le nome devient plus petit* Remarquons , 
à cet effet , que le développement de a, suivant les puissances de q , 
est donné par la formule (2) : quant au module complémentaire , qui 
entre dans la valeur de C et de y, si l'on fait a7«=0 dans l'expression 
de A rapportée au § 125 , on trouvera 

1 — 2g -♦- 2g*— Sg» -+- etc. 



1/6 = 



1 -»- 2g -f- 2g4 -♦- 2g9 -h etc. 



Supposons , maintenant , que l'on prenne g assez petit , pour qu'on 
puisse négliger toutes ses puissances supérieures à la première , 
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dàDS CL et dans kC — «V • OQ aura, avec une exactitude suffisante ^ 

y/bsssl — Aqy « = 1 + 29; 

et par suite , en faisant toutes les substitutions et réductions néces- 
saires , 

ce qui donne le résultat connu : E:^-»? lorsqu*on fait 9=0 , après la 
suppression des facteurs communs. Ainsi , Terreur de la formule (1 1) 
pourra être représentée , en général , par une quantité de la 
forme «g®, a ayant pour valeur particulière 82 , lorsque q=^0. Pour 
avoir une autre valeur de a , nous avons pris c=sin.45° : en faisant 
le calcul f nous avons trouvé 

d*où nous avons conclu pour a , la valeur 31 «63 : on petit donc pren- 
dre , en toute sûreté , Z^q^ pour mesure de Terreur, quelle que soit 
la grandeur du nome. 

Si le module était très-voisin de Tunité , on se servirait de notre 
formule pour calculer £(6) , afin de conclure £(c) de £(5) , au moyen 
de la relation (11) du § 60. 

§ 140. En combinant Temploi des formules que nous venons de 
trouver , avec la méthode des modules décroissants , on obtiendra 
une approximation extrêmement rapide et illimitée. L'erreur de la 
formule précédente, par exemple, étant de Tordre SS^f®, quand il 
s'agit du module C; elle ne sera que de Tordre 92^^^, pour le modulée^. 
En général , chaque transformation modulaire doublera, au moins, le 
nombre des décimales exactes. Dans le cas particulier de £(sin.4â^), 
la transformation de E(c) en £(c,) permet de calculer la fonction pro- 
posée , avec vingt décimales «xactes : une transformation de plus en 
donnerait au moins quarante et une, 

§ 141 . L'application de la méthode des nomes au calcul des trans- 
cendantes eps. f, kal.(0, c, y), kac.(0, c, f»), exige que Ton considère 
séparément le cas où le module est très-voisin de Tunité. C'est pour- 
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quoi , nous avons eu soin de joindre aux développements des trans- 
cendantes cherchées, suivant les puissances du nome, des séries qui 
procèdent suivant les puissances de son complément. Veut-on cal- 
èuler, par exemple, l'epsilon incomplet? Si le module n'est pas trop 
grand , an pourra choisir entre les formules (S7) et (28) du § 129 : si 
le module est voisin de l'unité , on emploiera la vformule (85) du 
§ 13S. S'il s'agit d'un kappa logarithmique , on le réduira à deux up- 
silon que l'on calculera , soit par la formule (29) du § 129 , soit par 
la formule (A') 'du § 134; soit encore par la formule [h] du § 138, si le 
module est voisin de l'unité. Quant aux kappa circulaires , les for- 
mules (g) et (^')du § 182 , sont vraisemblablement ce que l'analyse 
peut offrir de plus parfait pour leur approximation (*). 

{*) Legendre, Traité des fonctions elliptiques, ^^ supplément , page 152. 



( 362 ) 



CHAPITRE XV. 



Usage et con$tru€tion des tables elliptiques. 



§ 142. La construction et Tusage des tables elliptiques, exigeant 
l'emploi du calcul des différences, nous allons donner quelques notions 
de ce calcul , que nous emprunterons au grand traité de calcul diffé- 
rentiel de M. Lacroix. 

Soit 

une série de valeurs consécutives que reçoit une quantité , en vertu 
des variations qu'elle éprouve par elle-même , ou par l'effet de celles 
qui arrivent à une autre dont elle dépend : les chiffres inférieurs sont 
ici des indices , qui font connaître le rang qu'occupe chaque valeur 
dans la série , en marquant le nombre de celles qui la précèdent ; en 
sorte que la première Uo, est censée répondre à l'indice 0. On fait 
ensuite 

U,-^ U^= àU^,. 

<*2 ~ «I = A«*I » 

(1) ( «*3 — w, = ^u, , 



U — U = Atl , 



en se servant de la caractéristique A , pour indiquer l'opération de 
prendre la différence entre deux valeurs consécutives d'une même 
quantité. 

Lorsque celte quantité varie par degrés égaux , les différences 
AMo , Ai*j , ^u^ , etc. , sont toutes égales; mais si le contraire a lieu. 



on fait , par analogie , 

At*, — 
A«, — 
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AM^= AAM^=AX/ 
At*, = AAl*, = A't*, , 



At^ — A M =5 A A = Au 



(2) 



aX 



aX = aaX = aXi 

A't*, = AA^t#, = A^tt, , 



" •*» " ••«— I "" n—i /i~i> 



I etc. 

En examinant la marche de la série formée par une puissance quel- 
conque de la suite des nombres naturels , on tombe déjà sur une pro- 
priété remarquable des différences , ainsi que le montre le tableau 
des cf«6es ci-dessous : 





DIFFÉRENCES 


OIFFÉRKfCES 


DIFFÉRENCES 


CUBES. 










!"•. 


2«*-. 


5"". 


1 


7 






8 




12 






19 




6 


27 




18 






37 




6 


64 




24 






61 




6 


125 




30 






01 




6 


216 




36 






127 




etc 


345 


etc. 


etc. 




etc. 









La première colonne représente les fonctions u^, u. , i*, , etc. ; la 
seconde les différences premières Au^, Ati, , Ai»,, etc.; la troisième 
les différences secondes ^^u^ , ^^^t 9 etc. ; et ainsi de suite. 

Remarquons que , dans cet exemple , les différences troisièmes sont 
constantes. En général , la différence de Tordre n de la n™® puissance 
d*une variable indépendante jf , est constante et égale à 1 .2 . â ...n. 
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On démontre même que toute fonction rationnelle et entière de x, st 
toujours une différence constante , savoir celle de Tordre marqué par 
la plus haute puissance de a. 

Des équations (1) et (2) on tire , par des substitutions faciles, 

«*, = »o -*- ^^o J 

<*a = **o -*- 2At*^ -f- AX» 

«3 = Uo -f- 8A«^, -f- 8aX -*- ^^<*o7 

etc. ; 

d*oti Ton conclut généralement 

n n(n — 1) n(n— l)(n— 2) , 
(S) «„==w,+ jAu,-*. — ^aX-*- Y^. ^X-^etc; 

ce qu'on peut vérifier aisément au moyen de Téquation 

u . s= u •+• Att . 

qui donne, en remplaçant u„ par sa valeur fournie par l'équation (3), 

n n{n — 1) 



1 "° ■ 1.^ 



«*«+! =<*o-*- T ^^oH r-;r- ^ «*o -*- «t^- 



n 

-+- Afio -f- T aX -4- etc. 

n-t-1 (n-4-l)n 

= Mo-t- —1 — Ai^oH aX h- etc. ; 

1 L'a ' 

ce qui prouve que si la loi supposée a lieu pour Tindice n, elle aura 
également lieu pour l'indice n+1. Ainsi , cette loi ayant été observée 
pour les indices 1,2,8, elle s'étendra nécessairement à tous ceux qui 
les suivent. 

§ 1 48 . La formule (8) a pour obj et principal l'interpolation des suites; 
opération qui consiste à insérer entre les termes d'une suite , de nou- 
veaux termes assujettis h la même loi que les premiers. Insérer des 
moyens, par exemple, entre deux termes d'une progression par diffé- 
rences, ou d'une progression par quotients , c'est calculer des termes 
qui répondent à des valeurs fractionnaires de l'indice ; c'est interpoler. 

Le problème de l'interpolation revient , comme on le voit , à dé- 
terminer l'équation d'une courbe , par la seule condition de passer 
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par un certain nombre de points donnés ; ce qui ne saurait s'effec- 
tuer complètement , à moins que la courbe ne soit donnée d'espèce , 
puisqu'on peut trouver des courbes très-différentes , qui se coupent 
en tel nombre de points que l'on voudra. Parmi toutes les courbes , 
celle dont l'équation se prête le plus facilement à la condition pré- 
mentionnée , est la parabole indéGnie , caractérisée par l'équation gé- 
nérale y=a+j3:r-4-r^'-4- etc. ; et la théorie des osculations fait voir 
que cette courbe peut , dans un petit espace , approcher sensiblement 
d'une courbe quelconque , surtout lorsqu'il ne se trouve pas de 
points singuliers dans cet espace. Pour fixer les idées , nous pren- 
drons un exemple dans les tables de logarithmes. Supposons que, 
par le moyen d'une table contenant les logarithmes depuis 1 jusqu'à 
1000 avec dix décimales , on veuille avoir le logarithme vulgaire de 
3.1415926536, nombre très-approchant du rapport delà circonfé- 
rence au diamètre : on regardera alors les logarithmes contenus dans 
la table , comme les ordonnées d'une courbe parabolique , dont les 
abscisses seraient les nombres correspondants , comme dans le ta- 
bleau ci-dessous : 

a;^ = 3.14 , y^ = 0.4969296481 , 

a:, = 3. 15 , y, = 0.4988105588 , 

W l j-, = 8.16, y, == 0.4996870826 , 

2^3 = 8.17 , y3 = 0.5010592622, 

x^ = 8.18 , y^ = 0.5024271200. 

Or , si l'on pose 

(5) y=a-t-/3a?-f-r^''H-tfa?^-t-fa?^, 

on aura , pour déterminer les coefficients a, , 0, y, /, f , les cinq équa- 
tions 

y^ = a-f-/3^,-f-yarj'*-*-<fi?,^-i-far,*, 

y 3 = a-+-/3a?3-f-'y jr3*-*-crd?33-f-€a?3^ , 
y^ = «-f-jSiF^-hy ay^'-f-c/ir^^-Hea?^* : 

ces coefficients une fois connus, il suffira de remplacer x par sa 
valeur 8.1415926586, dans l'équation (5), pour trouver son loga- 
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rithme y, avec une exactitude d'autant plus grande, que cette équa- 
tion contiendra un plus grand nombre de coefficients. 

Noas allons faire voir, maintenant, comment la formule (S) peut 
remplacer, avec avantage , le procédé simple , mais laborieux , que 
nous venons d'indiquer. Soit u^=^f{x) une équation entre les varia- 
bles tf et rFy telle que u devient 

lorsque x se change en 

^o, i^oH-A, Xo-^-^hy Xo-\-nh : 



on pourra regarder w^, u^^ ti,, etc., comme les ordonnées M^,?^, 
M,P^ , M,P„ etc., des n points isolés M^, M,, M3,...M„ [fig, 8), dont 
les abscisses Xot Xo-^h, Xo -^^h,,,,»Xo-^nhf seront représentées par 
AP^, APj, AP, ,...AP„. La relation entre l'ordonnée i*„ d'un point 
isolé quelconque M„, et w^j *^**^ exprimée par Téqualion (â) en 
fonction de u^^ de l'indice n, et des différences M,Ui = ^tfo» 
M, H, — - M,H, = A^tto, etc. Si nous posons 

a?o -f- nh= x' = AP„, 
il en résultera 

d'où w=^, et la formule (8) devient , en désignant tf„ par u', 

(6). U =..^ - ...H- -T^^'-^ k^^- ^'"^-^ ^^" 

A la rigueur, elle ne convient qu'aux points tels que M^, Mj, M^, etc., 
pour lesquels r-est un nombre entier; mais si l'on regarde u* comme 

une ordonnée générale, et x' ^==zXo-^h' ^ comme l'abscisse correspon- 
dante, l'équation (6) pourra être considérée comme celle d'une courbe 
continue M^M^ M,...., assujettie seulement à passer par les points 
M^,, M,, Mj, etc., et, par conséquent, elle se vérifier£^ pour les va- 
leurs fractionnaires de^, qui correspondront à des points de la courbe, 
autres que M^, M^, M,, etc. La courbe dont il s'agit est une parabole 
du degré n ; car il est évident que l'équation (6) renfermant toutes 
les différences jusqu'à l'ordre n, cette équation est du n"" degré en 
h\ et, par conséquent, du même degré en a:'. 
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§ 144. Pour appliquer la formule (6) à Tcxemple mentionne au 
§ précédent , nous remarquerons que le tableau (4) donne 

AWo = -»- 0.0013809057 , aX = — 0.0000043769 , 
A%o = -t 0.0000000277 , i*Uo= — O.OOO0O0O0Ô8 ; 



et comme 



on obtiendra 



A = 0.01 , A' == 0.0016926586 , 



- = 0.1 5926586 , 
h 

^^-=1^ == A __ 1 === _ 0.42086782 , 
2A 2A 2 

A'-2A h' 2 



SA U 8 



0.61857821 , 



= — — - = ^ 0.71018866 : 

Âh Âh 4 

avec ces valeurs, on trouvera pour u', 

u' = 0.4971498726. 

Prenons un second exemple , qui nous sera fourni par les tables 
elliptiques. On trouve qu*à Tangle du module 6=15*^, répond le 
logarithme vulgaire de l'epsilon complet £ , 

- log.E = 0. 188 689 625 580 , 
et ces mêmes tables donnent , pour différences successives , 

A log. E(15°) = - 0. 000 099 288 652, 
A'iog. £(15*») = H- 0. 000 000 654 884, 
A3|og. E(15«) = — 0. 000 000 000 101 , 

Tangle d croissant par dixième de degré. Supposons que l'on veuille 
avoir le logarithme de l'epsilon complet correspondant à l'angle du 
module 0=15" 3' = 15°.05 : nous ferons 

.OM ro«.05 
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d*Oll 






h' h'— h A'— SA 



h U 



U 



= -♦-0.625, 



--Alog.E(I5«)= — 0. 000 049 619 276, 



h' h'— h 



h' 

T 



h 2A 
h'— h h'—U 



2A 



^k 



A'log.E(15»)=-f- 0. 000 000 081 854, 



AMog.E{l5») = - 0. 000 000 000 000 625. 



A retrancher de log. E(15«) = . . . 0. 188 689 625 530, 
la quanUté 0. 000 049 537 422, 



il reste: 



log. E(15%3') = . . . 0. 188 640 088 108. 



Ces exemples suffisent pour faire voir comment on interpole les 
tables à simple entrée. 

§ 145. Les diverses valeurs que prend une fonction de deux varia- 
bles , produisent un assemblage de séries , formant une table disposée 
coDime celle que l'on attribue à Pythagore. Voici , pour exemple , 
une table qui résulte de la fonction 

ti = 5 -4- :r' -h 2j?y -♦- 3y^ 



I 



Faleurs de x. 











1 


2 


3 


4 


etc. 





5 


6 


9 


14 


21 


etc. 


1 


8 


11 


16 


23 


32 


etc. 


2 


17 


22 


29 


38 


49 


etc. 


5 


32 


39 


48 


59- 


72 


etc. 


4 


55 


62 


73 


86 


101 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 
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C'est là une table à double entrée , parce que pour en désigner un 
terme particulier , il faut donner le numéro de la colonne verticale 
qui le contient , et celui de la bande horizontale. Nous écrirons ces 
numéros , en indices au bas de la lettre désignant la fonction : ainsi 
u^,„ dénotera l'état général d'une fonction de x et de y; iio,o la 
valeur qui répond à x^Xc, y = yo; «3,4 celle qui répond à j?5=sa?3, 
y=:y4 , etc. ; ce qui produira le tableau suivant : 

Valeurs de x. 








.^0 


*. 


^a 


X^ 




^m 


Vo 


•*o,o 


«.,0 


«*a,o 


«3,0 




«m,o 


Vi 


•*o„ 


«... 


3)1 


«3,. 




«m I 

m, 1 


y. 


«o„ 


«.,a 


^a,. 


«3,3 


• 


«m,? 


Vz 


«o,î 


«.,3 


«*a,3 


«3,3 




«,«,3 






• 














• 














• 








•• 






• 


• 








, 




• 














• 










y» 


u 


U 


«»,» 


«3,« 




U 



Considérée séparément , chaque bande et chaque colonuo de ce 
tableau forme une série, dans laquelle le rang d'un terme quelconque 
ne dépend que d'un seul indice, savoir m pour les termes d'une 
même bande , et n pour ceux d'une même colonne. Les différences 
de ces termes se prennent donc comme à l'ordinaire ; mais il faut 
distinguer celles que. produit la variation d'un indice, de celles que 
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produit la variation de Tautre ; et pour cela , on écrit au bas de la 
caractéristique ^ , celui des indices qui varie. Ainsi 

«*m+l,n — ^m,n= ^m^m.n » ^m«*m-4-i,n — ^nMm^n = ^m«*m,« » «tC. J 

Si dans la formule (â) , on change n en m, et quW écrive i^o,^ à la 
place de u^ , on obtiendra 

m m(m— 1) , fn(m— l)(m— 2) - 

14 =t« -4 A U H ^ -Al* H ^ ^A 1* H- etc. 

■•f»,o •*o,o ^^ M ^m^ojo^ * a ^m"*o,o^^ 12 5 m**o,o ^^ ^^t-v^» 

Pour étendre ce résultat à telle bande horizontale qu*on voudra , il 
suffira de substituer au second zéro qui tient la place de n, le numéro 
de la bande. On exprimera, par exemple, u„^^^ au moyen des quan- 
tités t*o,3, A^«o^3, ^m^o,3> ®*^c. , relatives à la quatrième bande ; et, 
dans une bande quelconque , on aura 

m m(m—\) . m(m— l)(tn— 2) 3 

^m,» = ^o,n-^Y^m^o,n-^ \^^ ^m^o.n -^- j^2;;5 ^m^^cn "^ «tC. 

Mais , -en considérant à part la série des valeurs contenues dans la 
première colonne , on aura aussi 

n n(n— 1) » n(n— l)(n— 2) ^ - 
«o,n=^o,o+ î-An^o.0-^-7;^ ^Xo + ÎX3 ^Xo+ etc. ; 

et , si Ton substitue cette valeur de t*o^„ dans l'équation qui précède , 
on tombera sur les expressions 

dont la dernière dénote q différentiations par A , relatives à Tindice 
», suivies de j9 différentiations relatives à l'indice m, et peut être 
abrégée en l'écrivant sous la forme A^"*^^ Uo,o : au moyen de quoi il 



vient 

t*.„,„=^n.n'i--r A^t*».^-4-^"--^Am«o.oH- '"'" . ''V "' Am^o.o-f-etC. 



m m(m— 1) , w(m— l)( m— 2) 3 

'm,rt 0,0 ■ Y ^m**o,o^ j g Am^o^oH" ^^ Amw^o,o' 



n mn i+i »n(m— l)n ^ a-i-i 

+ 7 A,l*o,o+ — A^„ «0,0-^ ^2.1 ^'«>» «0,0+etC. 

(7)( yi(^_'I) 2 n(n — l)»n i+a 

» _+. _} -^,/Uoo-\ ■ •— A t*o.oH-etc. 

1,2 " '** 1.2.1 "'*» ' 

n(n--l)(n-^2) , 

H-etc; 



I 
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formule qui exprime le terme général de ta table , par le premier 
terme t«o,o et ses différences partielles , qui se forment de la manière 
suivante : 

Les termes du tableau , considérés dans chaque bande en particu- 
lier ( c'est-à-dire pour une même valeur de n) , donneront , par le 
procédé qui nous a fourni le tableau relatif aux cubes (§ 14â) , les 
nouvelles séries 

«*o,o. A„,i*o,o, A^«o,o, A>o,o, etc., répondant à n=0 

«♦o,ii A^tt^,,, aX,i» AX.i.etc, n=l 

(ô). {wo.a» A„«*o,a> ^>o,.» A>o,.»etc., .'....-. n=2 

«*o,3» Am«*o,3i <«*o,3. ^>o,3ietc., n==8 

etc 

Si Ton retranche maintenant la première de ces séries , répondant 
à n=0 , de la deuxième , qui' répond à n=:l ; puis celle-ci de la troi- 
sième , et ainsi de suite , il est clair que les restes exprimeront des 
différences par rapport à n, et qu'on aura, suivant la notation établie, 

^n^o,o, ^'^n^o,<,, A^|„'wo,o,etc., répondant à ft = ; 
(9). J^«**o.i» ^lT«'^o,o ^l"!;,'^o,«.€tc., n=lj 

A„t^o„, ^lt»**o,x» ^Lt>o,a>etc., n = 2; 

etc. 

Retranchant encore ici la première ligne de la deuxième , la deuxième 
de la troisième , et ainsi de suite, les restes seront des différences 
secondes par rapport à n^ savoir : 

A*tto,o 5 ^l^^ Mo,o , etc. , répondant à n bs= ^ 

(10) { aX,., C"' "o. "''*'=• ' *=*' 



etCi 



En effectuant, sur ce dernier groupe, les mêmes soustractions de 
lignes que sur les précédents , on formera des différences troisièmes 
par rapport à n , savoir : 

l ^'^0,0 , etc. , répondant à n = ; 

retc 
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On poussera cette manière d'opérer jusqu'où il sera nécessaire : ras- 
semblant ensuite les termes relatifs à Uo,o j qui composent la première 
ligne de chaque groupe , on aura toutes les différences indiquées dans 
la formule (7). 

§ 146. Si l'on voulait appliquer ce procédé au premier tableau du 
§ précédent, il faudrait commencer par former les séries (8). On a 
d'abord : 

Quand n = , 

Valeurs de u .....*••• ^ 6 9 14 etc. 
Différences premières 1 3 5 etc. 

)i secondes 2 % etc. 

n troisièmes 0. 

Quand n s= 1 , 

Valeurs de u 8 11 16 âS etc. 

Différences premières 8 5 7 etc. 

)i secondes 3 â etc. 



n troisièmes 0. 

Quand n s=s 2 , 

Valeurs de u 17 22 29 38 etc. 

Différences premières ..... 5 7 9 etc. 






secondes 2 2 etc. 

troisièmes 0. 



Quand n = 3 , 

Valeurs de u 32 39 48 59 etc. 

Différences premières 7 9 11 etc. 






secondes 2 2 etc. 

troisièmes 0, 



et ainsi de suite : de manière que les séries (8) ont , pour valeurs 



numériques , 



5, 1 , 2, . répondant à n = , 

8, 3, 2, w = 1 , 

17, 5, 2, n = 2, 

82, 7, 2, n = 3. 
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Les valeurs numériques des séries (9) se déduiront de celles-ci , et 
l'on trouvera 

3, 2, répondant à-« = 0, 

9, 2, n «=: 1 , 

15, 2, «=2. 

De ces dernières^ Ton déduira les valeurs numériques des séries (10), 
savoir : 

6, répondant à n = , 

6, ♦1=1; 

et si Ton voulait pousser l'opération jusqu'aux séries (11) , on trouve- 
rait zéro pour résultat. 

Il suit de ce qui précède , que dans cet exemple on a 

«o,o=8, A^W„,„=l, A>„,„ =2, ^„u^^o =0, 

aX.o =0, 



et 



= 8 -f- iw' H- 2mn h- Sn' ; 

fonction qui devient identique avec celle qui a servi à former le ta- 
bleau , si Ton remarque que les variables s et y ont précisément les 
mêmes valeurs que les indices m et n. 

§ 147. Pour faire servir la formule (7) à l'interpolation des tables 
à double entrée , considérons, dans l'espace , un assemblage de points 
M, M', M", etc., tels que l'un quelconque M de ces points , ait pour 
ordonnée u^^^ , ses abscisses étant x^ et y„. Si l'on suppose 

x^ — f x^ = x^ — a;, = 5^3 — a?, = etc. = h , 

y, — yo = y. — y. = y3 — Va = «^c. = k , 

on aura , en général , 

•^,« = ^u -^ wA , y„ = y„ -f nk ; 

18 
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d'où , en désignant x^ et y„ par x' et y' , 

m = — - — , n = — — - • 
h k 

En remplaçant m et n par ces valeurs dans Féquation (7) , celle-ci 
pourra être regardée comme l'équation d*une surface , dont les coor- 
données courantes seront x\ y% et u^^^ que nous dénoterons pari»'. 
Cette surface sera assujettie à passer par les points M , M', M", etc. , 
puisque ses coordonnées courantes x', y\ u\ admettent pour valeurs 
toutes celles de x^^ y„, u„,„, qui répondent à des valeurs entières 
de m et de n. Il s'ensuit, que la simple hypothèse d'une loi de con- 
tinuité entre les x\ y' et u\ de l'équation (7), suffira pour changer 
cette équation , qui ne représente qu'un nombre indéfini de points 
isolés, en celle d'une surface continue. C'est à quoi l'on parvient, en 
admettant qu'elle se vérifie pour des indices fractionnaires , ou , en 
d'autres termes , en admettant que x' et y' sont susceptibles de tous 
les degrés de grandeur imaginables. Posant donc, pour abréger , 

d'où 

A' k' 

A ' A ' 

h' et k' devront être considérés comme admettant des valeurs quel- 
conques , entières ou fractionnaires , et Ja formule (7) sera transfor- 
mée en 

/ , h' h'ih'—h) a h\h'—h)ih'-m . 

!« =«'0,0-*- ,r^-^o,o-H^^A,l.,,^ ^^^^^ A,t.,„-HetC. 

k'(k'-k) g h!k\k'-k) , . . 

k,'2k " °'° h.k.'ik "»»« °»® 

k\k'-k)(k'—n) , 
-^ k,^.kM ^>o.o-^etc. 

§ 148. Il nous reste à faire voir par un exemple , comment on peut 
appliquer la formule précédente à l'interpolation des tables elhpti- 
ques : 
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Soit proposé de trouver la fonction dig.(c; f»), dont Tamplitude 
est y = 54*».45' , et dont l'angle du module est e = 60®. 15'. On tire 
d'abord de la table générale des digamma ( Traité des fonctions ellip- 
tiques y tome II , page 343 ) , les données suivantes : 

Valeurs de d. 





60». 


61». 


62». 


65». 


Ô4». 

Ô6». 

Ô7». 


I.(m018 2905 
1.08479 4540 
1.10971 2368 
1.13494 4421 


1.06346 3234 
1.08832 0959 
1.11350 1120 


1 .06672 8358 
1.09183 4359 


1.06997 2417 






Regardons comme x^ et ^ comme y„ : nous aurons 

h' l 
A=l% /,'=15', ~=7, 

n 4 

k a 

it = l% ^' = 45', 7- = -- 

k 4 

Par les différences prises dans la première ligne verticale , on trouve 

w^^^= 1.06018 2906, a„w,,, = 0.02461 1435, 
aX,o= 0.00030 6593 , aX, = 0.00000 7432. 

Par les différences prises dans la deuxième ligne verticale , on trouve 

w,^ = 1.06346 8234, 



A U 



0.02485 7725 , 



^lu, ^ == 0.00032 2486. 



Combinant ces résultats avec les précédents , on en déduit 

A„w^^„ = 0.00328 0329 , 
^l"r>o,o = 0.00024 6290 , 



A ^-^V, = 0.00001 5843. 
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Par les différences prises dans la première ligne horizontale , on a 

Uo,o= 1.06018 2905 , a,„u^,^ = 0.00S28 0329 , 

aUo,o =— O.OOOOl 5205 , aUo,o = — 0.00000 5860. 

Par les différences prises dans la deuxième ligne horizontale , on a 

t«^^== 1.08-479 AUO, 

A„wJ,,= 0.00852 6619, 

aX,.= - 0.00001 8219. 

Retranchant ^mUo^o de ^l^u^^^, on aura le terme A^'«o,o, qu'on 

trouvera égal à —0.00001 8219 -+- 0.00001 5205=^0.00000 1986. 

Cela posé, si Ton se borne aux différences du premier ordre, on aura 

1 3 

dig.(c, f) = t*o,o -f- - A„t*o,o -4- - A„Wo,o = 1.07946 15685 : 

ajoutant les termes du second ordre , savoir : 

il viendra 

dig.(c, y) = 1.07948 04252. 

Enfin , ajoutant encore les termes du troisième ordre 

= —0.00000 05411, 

on aura , plus exactement , 

dig.(c, ç,)= 1.07947 98841. 

La méthode des modules croissants a fourni à Legendre , pour va- 
leur de la même fonction , 

dig.(c, y) =1.07947 98929; 

mais il ne faut pas se dissimuler que Tinterpolation donne rarement 
des résultats aussi exacts que dans cet exemple. Il peut même arri- 
ver , qu'en tenant compte des différences troisièmes , on obtienne uil 
résultat moins exact qu'en les négligeant ; ce qui aura lieu lorsque 
la correction qu'on aurait tirée des différences quatrièmes , surpas- 
sera celle qui provient des différences troisièmes. En général, l'usage 
le plus ordinaire des tables elliptiques à double entrée , sera de faire 
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trouver la valeur des fonctions, avec quatre ou cinq décimales seuler 
ment; et pour cela , on n*aura besoin que des différences premières , 
que Ton pourra toujours prendre à vue. 

§ 149. Passons maintenant à la construction des tables elliptiques: 
La méthode la plus avantageuse pour la construction de ces tables , 
nous parait être celle que les astronomes connaissent sous le nom 
de méthode des quadratures mécaniques. Voici comment elle est ex- 
posée par M. De Pontécoulant , dans sa Théorie analytique du système 
du monde (tome H, page 105): 

Soit y une fonction quelconque de j?, et 

yo» yn y»» y«> 

ce que devient successivement cette fonction , lorsqu'on suppose 
iT = , x-=.ciL^ a? = 2;c , . . . . a? = «^ : 

désignons par Ay^, Ay^, etc.^ les différences Gnies de ces quantités 
prises deux à deux ; par A^y^ , A^y, , leurs différences secondes , et 
ainsi de suite; en sorte qu'on ait 

iy.— yo=^yo. Ay.— Ayo=-^'yo. ^Y— ^'yo==^^yo» 
y,— yi=^yi . Ay,-Ay,=A'y, , A^y,~A>.=A3y, , 
etc. : 
on en conclura généralement , comme au § 142 , 

nfn— 1) ^ fi(«— l)(n— 2) , 

(1^)- yn=yoH-»»^yo+ ^^ ^yc^- ^^ — A^y^+etc; 

formule qui sera très-convergente, si les différences Ay^, A'y^ , 
A^y^, etc., décroissent avec beaucoup de rapidité. 

Cela posé , on peut regarder y = /*(j;), comme l'équation d'une 
courbe parabolique , dont y représente l'ordonnée et x l'abscisse. 
Cette courbe passera par les extrémités des ordonnées équidistantes 
yo9 yi 9 ^^c. , et Ton aura d'autant plus de facilité pour la tracer, 
que ces ordonnées seront plus rapprochées : y„ dénotera l'or- 
donnée qui répond à l'abscisse quelconque x = nx^ et /y„c?^ sera 
l'aire indéfinie comprise entre la courbe et l'axe des x. Si dans l'équa- 
tion (14), on substitue à la place de n sa valeur - , on aura 

X xÇx'-a) x(x — a)(x—^x) 

y„=y„+- .y„^ ___.^y„ ^ ____.3y^,. etc. 
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Multiplions cette valeur par ds, et intégrons-la depuis d? =30 jusqu'à 
jps=s« : l'expression résultante sera celle de l'aire comprise entre les 
ordonnées y^ et y^. On trouvera, de cette manière, 

fynd^ = 

«(yo-^Ay, - -A'y, -^ -A3y, - ^A^y„-^ _.5y^^etc.). 

De même, pour l'aire comprise entre les ordonnées y, et y,, on aura 

Jynd^ = 

I ^ 1 ï , 19 , 3 ^ \ 

av. H- — Av, A'Vi H A*v. A*v. H ^ Vf — etc. K 

et ainsi de suite 

En prenant donc la somme de toutes ces valeurs , pour Taire totale 
comprise entre les ordonnées y^ et y„ , il viendra 

fydx= a (y^ -4- y^ -f- y, -4- -^ Vn^i) 

-^ 2(Ayo-+-Ay,-^Ay,-+- -^^Vn-i) 

— '^[^''yo'^^'yv'^^'yr.'^ -+-A'y„-,) 

-H etc. 

On a d'ailleurs 

Ayo •+■ Ay, -f- Ay, H- -H Ay„.,=y„ — y^, 

A^'yo-^-A'y.H-A'y,-*- -t-A'y„_,= Ay„— Ay„, 

etc. : 
l'expression précédente devient donc 

fydx=a{iy^-\-y^-¥y^-^ ■+-y«-i+iy„) 

— 12 (^y« — ^yo) 
"*■ il (^'y«-^'yo) 

('») ( 

— -^ (a V» — A3y„) 

— etc. 
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§ lëO. La dëierminaiion des différences Ay„, A'y„, etc., qui 
entrent dans cette formule > dépend des quantités y„^i, yn-+%9 etc. , 
tandis qu'on n'est supposé avoir calculé ces ordonnées que depuis 
tfo jusqu'à y„. Ce serait un inconvénient pour la pratique ; mais 
on peut l'éviter , en donnant une autre forme à cette expression. 
Pour cela 9 remarquons que des équations (13), on tire les séries 
suivantes j dont chacune doit être censée continuée jusqu'à l'inûni : 

^"Vn = ^'yn-3-^ 2. A3y„_3-h 3. A-*y^_44- etc. , 

etc ; 

d'oii l'on peut conclure généralement 

A'y„ = /a^^i -4- tA'H-i yn^i_, -*. * *^^ A'-^« y„-/-, -♦- etc. 

Si l'on substitue ces valeurs ( qui ne dépendent plus que des quanti- 
tés y^, yn-i 1 etc. ) dans la formule (15) , on aura 

fydx=^a,{iy^'\'y,'^,y^-^ -h y„« , -+- iy„) 



(16). 






160 
— etc. 

Le premier terme de cette série représente , comme il est facile de 
le voir , la somme des petits trapèzes compris entre les ordonnées 
yo9 yn**** y»9 somme qui approchera d'autant plus de l'aire de la 
courbe parabolique, que les ordonnées seront plus rapprochées, et 
leurs variations plus petites» 

§ 151. Si l'on désigne par U^le premier membre de la formule (15), 
U„ représentera l'intégrale /yrfa? prise entre les limites y^ et y,^. 
Dénotons par U;^^, la même intégrale entre les limites y^ et y„_^.^ ; 
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pour déduire Un-f-ide U„, il suffira de changer neun+l, et Ton aura 

U„+, — U„ = -(y„ -f. y„^,) — — (Ay^^, — Ay„) 

-^ Y^(^*y«+i - ^*yJ~ etc. ; 

d*où Ton tire , en réduisant , 

(17) U„^.-U„ = 

1 . 1 - 19 . 8 



"(y- -^ ^ 



^Vn - ïgA'y, + _A»y„ - — A«y„ -h -f^g^^y»- etc. ). 



§ 152. Supposons, par exemple, que Ton veuille construire des 
tables de la fonction upsilon , pour tous les degrés de Tangle du 
module et de Tamplitude : ayant posé 



ï(c, y) = 

on aura 

eps.(c, ^) 



/: 



|/l — c^sin.'*^ 



=y, ar==arcç), a=arcl°, 



eps.(c,0°) eps.(c,l°) 



V^l-c'sin.'Oo " |/l— c^sin.^1» 

eps.(c,2°) 

= ^3 -> etc. 

|/1 — c'sin.'2° 

On commencera par construire une table de la fonction y y pour 
tous les modules, depuis y^ jusqu'à y^s, afin d'avoir A^yg^ : on 
calculera ensuite la fonction T de degré en degré , au moyen de la 
formule (17). Seulement , lorsque l'amplitude ^ ne sera que d'un 
petit nombre de degrés , cette formule ne sera pas suffisamment con- 
vergente. Dans ce cas , on aura recours soit à la formule (19) du § 66, 
que l'on peut toujours rendre applicable par des calculs de bissec- 
tion , soit aux méthodes d'approximation exposées aux chapitres XI 
et XIV. 
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Nous avons vu au § 66 , qu*à la rigueur il ne faudrait calculer les 
upsilon que depuis j> = 0** jusqu'à y=amp.(-^ , puisqu'il est facile 
de déduire ï amp.( D — p ) de ï amp.p. Mais si la fonction ïamp.p, 
que nous supposons connue, répondait à un nombre exact de degrés , 
ce n'est^que par hasard qu'il en serait de même de la fonction 
Tamp.(D — p). Ainsi, au delà de la limite amp/y j , on ne pourrait 
faire procéder la table de degré en degré, que par des interpolations, 
plus laborieuses peut-être que le calcul direct de la fonction. Quant 
à l'upsilon complet T amp. D , sa valeur s'obtiendra par la formule 

Tamp.D = JDE — J log.fc, 

qui , jointe à la formule 

,_ . »-/ rv \ ■ Aamp.p 
ïamp,(D — jo) = ïamp.p h- E(iD — p) •+■ log. J-~=- , 

pourra servir à vérifier les résultats obtenus par le calcul direct. 

§ 153. Il faut remarquer que tous les éléments nécessaires pour 
calculer la fonction y, sont donnés par les tables elliptiques. En effet, 
la fonction epsilon a été calculée par Legendre, pour tous les degrés 
de l'angle du module et de l'amplitude, et le radical |/l — c^'sin.'*^ 
=— ^^^-, se déduit de cette même fonction avec beaucoup de promp- 
titude , au moyen de la formule 

du , 

-j- h= au — i^''U'+^ i^^u — l^^u h- etc. , 

df 

que nous démontrerons au § suivant. 

Voici un exemple de la détermination du radical au moyen de la 
transcendante epsilon , pour le cas oiî 

y =10% c = |/I=sin.4S°, 

valeur du module qui nous permettra de faire usage de la table II 
de Legendre , qui procède par demi-degrés. Nous ferons observer 
que les différences secondes et troisièmes de la fonction epsilon 
sont négatives, et que nous avons désigné par u l'epsilon de 10**, et 
par A l'arc de 0°.S, dont la valeur, en parties du rayon, est 
0.00872 66-462 6. 
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Type du calcul. 

Aa= 0.00865 72774 41 
I A 'u= 0.00000 S4400 35 

Somme. , . . 0.00866 07174 76 
Ja3u = 0.00000 01058 69 

Diflférence. . . 0.00866 06116 07 = N. 

En employant les logarithmes vulgaires , 

log.N. =1.93754, 85 
log. A = 8.94084 71 



Diflférence. . . 1.99670 14 



= log. l/l — c'sin.^y. 

Férification, 

â log. sin. 10<> = 8.47934 04 
log. S = 0.30102 99 

Diflférence 8.17831 06 = log.sin.^i? 

log. sin. 17= 9.08915 52 
log. COS. t? = 9.99670 14 

= log. J/l — c''sin.*ç>. 

§ 154. Voici à peu près comment M. Lacroix {Traité élémentaire 
de calcul différentiel et de calcul intégral) démontre la formule 

du 
(18). . . . — A=At* — ^A^^w -t- jA^tt — etc.: 

A l'aide du théorème de Taylor, le développement des différences 
d'un ordre quelconque , pour une fonction quelconque , s'obtient sans 
difficulté. On a premièrement, en faisant /'(a7)=w, f[x-\-K) — /*(ar)=Att, 

du h d^u h^ d^u h^ 

Att = — • — ■+• • 1 • h etc., 

d:v 1 dj;^ 1.2 d:v^ i.2.3 ' 
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et si, dans cette équation, on met successivement àu, A^'t^, a^u, etc., 
au lieu de u, on formera les expressions 



etc. , 



dàu h d^Au A* d'^Au 


A3 


a'u • — -4- • -f- ■ • 

dx 1 dx^ 1.2 dx^ 


1.2.3 


dA^'u h d'A^u h^ 




c?A% h 

A*M ; -+- etc. , 

dx 1 




etc. , 





au moyen desquelles le développement de chaque différence se dé- 
duit de celui de la précédente. On obtiendra d'abord 

d^u h^ d^u ;*3 d^u A* 

A^W == . H • H • H- etc. 

dx' I dx^ 1.2 dx^ 1.2.8 

d^u h^ d^u h^ 

H • h • — •+■ etc. 

dx^ 2 dx^ 2.2 

d^u A4 

rfa?* 2.8 
et , en général , 

d"u d«-+-ïM, d^-^^u, 

(19) A"i* = — A"-^A' — A«+»-f-A"-- — --A«+»-»-etc., 

A', A", etc., désignant des coefficients qui ne dépendent que de ». 
Cette équation devant subsister pour toutes les formes que peut pren- 
dre la fonction t«, elle conviendra nécessairement au cas oii u=e^; 
mais alors on a • 

du d^u d^u 
dx dx' dx^ 

Aw = e^ — e s= e (e — Ij, 
A=*i* = e-^-^ (e''— 1) — 6^(6^'— 1) =(e^+'' — e*)(eA--l) *= e^(e'^— 1)% 
A3w = e^+/'(eA— 1)»— e*(eA— l)^=c^(e'*--l)3, 



A"w==e^(eA— 1)«: 
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substituant cette valeur de a''m, dans le premier membre de l'éqna- 
tion (19), et celles de ^ , ^ , etc. , dans le second , on obtient 

(«* —1)" = À" -I- A'A«+« -*- A"*"-*-» -♦- etc. ; 

d'où il suit que les coefficienls A', A", etc., doivent être les mêmes 
que ceux du développement de (e^ — 1)", puisque Taccroissemeut h 
doit demeurer indéterminé. 
On sait d'ailleurs que 

ex_,^^^£_^_^^etc., 

et il suit de cette formule , que 

~h ^ du h du" h' - du^ A5 

dx' \ dj;' 1.2 c/a;3 1.2.3^ 

, #A . du h du' h' du^ A3 

fSOl . . e^^ — l = — • - H 1 • -f- etc. 

^ ^ dx l dx' ï.^ dx^ \ .2.3 

Si , maintenant , on transporte les exposants des puissances de du à 
la caractéristique d, le second membre de Téquation précédente de- 
viendra 

du h d^u A' d^u A» 

- etc., 



dx 1 fltr' l.-i dx^ 1.2.3 
et sera la même chose que Au : on aura donc l'équation symbolique 

du j 

(21) Aw = fi^ — 1 , 

et , en général , 

duh 

A"t*=(e^-^ —1)", 

« 

en observant toujours de transporter à la caractéristique d, les ex- 
posants des puissances de du. Cette dernière formule se vérifie sans 
peine, par la comparaison de l'équation (19) avec l'équation (20), 
dont on élève les deux membres à la puissance n ^ si l'on remarque 
que nous avons démontré que les coefficients numériques de A, dans le 
développement de A"t«^ sont les mêmes que ceux du développement 
de (e^ — 1)", et les mêmes , par conséquent, que ceux du développe- 

du t 

ment de (c'^ — l)". 
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§ 155. DeréquaiioQ (âl) on tire 

du 

—h = log.(l -4- Att) : 

dx 

Lagrange a encore reconnu que cette équation serait vraie , si dans 
le développement de log. (1 + Ai«) , on transportait les exposants de 
At» à la caractéristique A ; ce qui donnerait Téquation (18) , en pre- 
nant x = f. 

Au lieu de s'arrêter à démontrer ce cas particulier, M. Lacroix 
prouve qu'en général 

_A«=log."(l^.Au), 

en changeant au^, au^, etc., en A'i«, A^ti, etc., ou bien 

(22) ^A''=ul<>g."(l+A), 

sans rien changer au développement* 

Il est visible que la question revient à déterminer les coefficients 
différentiels ^, ^^, etc., en fonction des différences successives de 
«, et que pour cela on a des équations de la forme 

d'*u d'^-^^u d^+^M 
A"tt== ■-— A"-4- A' A^+'-f-A"- A^-t-a H- etc., 

dx^ cb«H-» C^JT^+a 

A«-t-»ti= A"-*-» -f- a; A«+» H-etc, 

A«-+-at*= A^+a H- etc. , 

rfj?n+a 

etc., 

dans lesquelles les coefficients différentiels ne montent qu'au premier 
degré : on peut donc faire 

d^u 
(23). . — A" = A"ttH-B'A«-t-»t*-f-B"A«-*->t*-«-B"'A«+3M^etc. 

On obtiendrait facilement la valeur des coefficients inconnus B', B", 
B'", etc., par Télimination successive de 

/^n+i , A«-*-« , etc. : 
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mais , puisque Téquation hypothétique (23) doit avoir lieu quel que 
soit u, elle subsistera encore lorsqu'on y fera 1^=0^; ce qui donnera 

d'u 

quelle que soit la valeur du nombre entier t ; l'on trouvera , par 
conséquent , 

(24) . . A"=(eA-l)«^B'(c*— l)«4-i+B"(eA— l)«+a^etc. 

Pour mettre en évidence l'identité des deux membres de cette 
équation , il suffît d'observer que 

(25) A"=log."(l+eA— 1): 

or, le développement dé log.(l-f-e^ — 1) suivant les puissances de 
e'* — 1, qui est 

eA_ 1 — i(cA_. 1)- + j(eA-l)3 - i(eA-l)* -4- etc. , 
étant élevé à la puissance n, deviendra comparable à la série 

(eA__l)« H- W(ef^—iy^i -«- B"(e*— l)«+a ^ etc. , 

dont les coefficients numériques B', B", etc., seront, par conséquent, 
déterminés. Si l'on écrit At« àla place de e* — 1, et ^A" à celle de A", 
dans les équations (24) et (25) , celles-ci coïncideront avec les équa- 
tions (23; et (22) , en transportant ^ comme nous l'avons dit , l'expo- 
sant à la caractéristique A. 

En faisant, pour abréger, e^ — l=x, et développant 

(a— ia^H- §«'-— ia^-f- etc.)» 

suivant les puissances de a, on obtiendra les valeurs de B', B", etc. 
§ 156. Nous n'entrerons pas dans de plus grands détails sur la 
construction des tables elliptiques. On peut voir , soit dans le 
tome III àe& Exercices de calcul intégral^ soil dans le tome II du Traité 
des fonctions elliptiques, l'exposition des méthodes employées par Le- 
gendre , pour calculer ces transcendantes avec tout le degré d'ap- 
proximation que peuvent donner les grandes tables trigonométriques 
de Briggs. Dans aucun autre ouvrage, peut-être, on ne trouvera des 
exemples de calculs numériques , dirigés par des formules aussi pro- 
pres à abréger le travail , et exécutes avec un aussi grand degré de 
précision. 
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CHAPITRE XVI. 

Réduction de quelques intégrales aux transcendantes elliptiquei. 



§ 157. La nature des fonctions elliptiques étant connue et appro* 
fondie , il importe de ramener à ces transcendantes , le plus grand 
nombre d'intégrales qu*il sera possible. Comme la multitude en est 
infinie, nous nous contenterons d'indiquer, d'après Legendre , quel- 
ques-uns des cas principaux oi!l cette réduction a lieu. 

I. On peut réduire aux fonctions elliptiques l'intégrale 

Pdx 

5 . 



fl 



|/« -f- ,3a?' -+- yar* -+■ <fx^ 

dans laquelle P est une fonction rationnelle de x. 

Car si l'on fait x^=Zf on pourra supposer P=M-t-lN |/«, M et N 

étant des fonctions rationnelles de js , et l'intégrale proposée de* 

viendra 

mdz r iNrfif 






dont les deux parties sont comprises dans les fonctions elliptiques. 

n. Toute formule 

Vdx 



Â 



dans laquelle P est une fonction rationnelle de â?^ peut se ramener 
aux fonctions elliptiques. 

Car on peut toujours faire P = M-f-Nj?, M et N étant des fonction» 
rationnelles paires de x. Considérons la partie 

^xdx 



V/a-f-€r'-+-ra:* 
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si Ton fait V^a -♦- Cx'^-^ yx*=z ; ce qui donne 



^ ^ ^ ' 

il est clair que, par la substitution de la valeur de or', ^xdx ne con- 
tiendra d'autre radical que |/c° — Accy-^- Âyz* : donc, toute la difficulté 
se réduit à intégrer une quantité de la forme 

dans laquelle Q est une fonction rationnelle de z^. 

Quant à la partie 

Mdx 



si l'on fait l/a-i-fiF'H-yj?^=^y , on aura 



— « 



a?» 



— tf -f- j/ ff' — hxy -\- 4ay* 



Va H- Cr' H- yx^ l^C^ — 4«y -»- Aay^ 

par 011 l'on voit que la transformée en y, contiendra une partie ra- 
tionnelle , et une de la forme 

R étant une fonction de y^ : donc , la formule proposée est toujours 
réductible aux fonctions elliptiques. 

III. On résoudrait absolument de la même manière, la formule 



f?dxV^a-^€x'-\-rx^ , 

P étant une fonction rationnelle de x» 
Ces deux cas comprennent la formule 

J*?dx(a-^Px''-i-yx^) ^ i , 
et aussi la formule 

J*Qdy{a H- % -f- ry')^ * , 

Q étant une fonction rationnelle de y; car en faisant y=x^, cette 
dernière devient un cas particulier des deux autres. 
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IV. On peut réduire aux fonctious elliptiques la formule 

r^dx[a. -»- Cr H- va?* -+- ê'x^y^i , 

P étant une fonction rationnelle de x. 

Cette réduction peut se faire de plusieurs manières : et d'abord , 
si Ton fait Tune ou Tautre des suppositions 

VA -{- Qx '\- yx'' -+■ dx^ = y a -t- s , 
Va H- Ci? -t- yx' •+- <fx^ = xy<^ -t- «, 

la transformée en z sera comprise dans les fonctions elliptiques. On 
peut aussi faire disparaître, à volonté, le coefficient a ou le coefficient tf 
sous le radical : il faut faire, pour cela, ^=m-f-y,^u ^=:m + -, et 
prendre pour m une racine réelle de Téquation «h- é'm-f-n'm' -4-crw3==0. 
Supposons qu'on ait fait disparaître de cette manière cT: alors, on fera 
a-t-Cx-^ yx^^ssz^ ; ce qui donne 



et , en substituant cette valeur dans la formule proposée , toute la 
difficulté se réduit à intégrer une différentielle de la forme 

Qdz 



Q étant une fonction rationnelle de js. 

y. On peut réduire aux fonctions elliptiques la formule 

?dx 



fy 



l/a -t- /Sa? -«- «va?* -t- dx^ -*- yx^ h- /3a?^ -«- aa?® 

P étant une fonction rationnelle de x. 

Car si Ton fait j?*-t- 1 =i?« , cette formule deviendra d'abord 



/. 



Va>{z^— 8«) -H /3(j5'— 2) -«- y;5 -f- t^ 



ensuite, comme on a x^=.\z-ài^ z"^ — 4, cette valeur étant substituée 
dans P, le résultat sera de la forme M =b N|/«' — 4, M et N étant des 
fonctions rationnelles de js. De plus , on a 

19 



( 290 ) 



X 



T 



a? îrfo? = 



c?^ •li/jS 



i/«H-2 v^i^a 

donc , toutes les substitutions étant faites , la formule proposée 

sera composée de deux parties , Tune de la forme / . ~ , 

Z étant une fonction rationnelle de ;&/ et Q désignant le polynôme 

a[z^ — 3iB)-t-/3(2' — 2)-+-yj5-«-J^; l'autre étant de la forme/ . , 

Z' étant aussi une fonction rationnelle de js. Donc , la transforinée 
en z sera intégrable par les fonctions elliptiques. 
VI. On pourra intégrer de même là formule 

Vdy 



Â 



P étant une fonction rationnelle de y. 

Car si Ton fait P=MH-Ny, M et N étant des fonctions paires de y, 
et qu'on appelle R le radical , la partie -^ rentrera dans le cas pré- 
cédent, en faisant « = et y' ==07. L'autre partie '\'^ % se réduit 
pareillement aux fonctions elliptiques, en faisant y"" = or. 

VU. On peut ramener aux fonctions elliptiques , la formule 

Vdx 



Â 



P étant une fonction rationnelle de Xj pourvu que a,^\y soient de 
même signe. 

Car en faisant 7/= «m® et mx=yy cette formule se trouve comprise 
dans le cas précédent. 

Vin. Soit proposée la formule 

t/ y l — wsin.'y 
Q étant une fonction rationnelle paire de sin. ^, et m étant plus grand 
que l'unité. 

Pour ramener cette formule aux fonctions elliptiques , soit d'abord 
m = -A— : on voit que a doit être la plus grande valeur de ^. Soit 



j 
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donc sÎD. ^ = sÎD. ^ sin. (p , et c = sin. ^e : la transformée sera 

cQd^f 



=/pî 



c^sin."!/; 



et Q deviendra , par la substitution , une fonction rationnelle paire 
de sin.i/;; de sorte que la formule proposée sera ramenée aux fonc- 
tions elliptiques. 

IX. Si l'on avait la formule 



=/p 



[/l H- msin.^^ 

m étant positif et d'une grandeur quelconque, il suffirait, pour ra- 
mener cette quantité aux fonctions elliptiques , de faire ç> = {t — <// , 



m _2 



et—-- =c 



X. Soit proposée la formule 



=A 



V^f-^ g COS. y-t- Asin.^ * 
dans laquelle fy g ^ h^ sont des constantes , et Q désigne une fonction 
rationnelle de sin. ^ et de cos. ^. 

On fera d'abord y = 2<f-+-w, et on prendra l'indéterminée w, de 
manière que tang.m=~: alors la quantité/'-+-^cos.ç)-t-Àsin.y, devien- 
dra de la forme x"" = f'±g'ûn,^^ , et Ton aura 

Qdfj» == (M -t- Nsin.i//cos.'^)<l(/' , 
M et N étant des fonctions paires de siii.<^. La partie ^^^ ^''^j' <^Q«'^ 
peut être rendue rationnelle, en remplaçant sin.t/; par sa valeur en x: 
ainsi , il ne restera à intégrer que la différentielle î^ , et il est évi- 
dent que cette intégrale ne dépend que des fonctions elliptiques. 
XI. Si l'on a , plus généralement , 



JV{^ 



/3cos. f-f-'ysin. ^-f-ercos.'*y-f-f sin. y cos. ^H-Çsin.'^) 

Q étant une fonction rationnelle de sin.^ et de cos. ^, onferatang.i^=2;; 
ce qui donnera 

et la transformée en z ne contiendra qu'un radical sous lequel la va- 
riable ne passera pas le quatrième degré : elle sera donc générale* 
ment réductible aux fonctions elliptiques* 
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XII. Soit 

r f '''\ 

Q étant d'abord uoè fonction rationnelle paire de sîn.f : si Ton fait 

tang.'^ = m tang.<^ , m étant une indéterminée, on aura 

. fw'sin.*(^ md^ 

sin- ? = _, ■_ .. —-77 > «? = 



w' sin. '</'-+- COS. ' i/; ' w' sin. "*</;-*- COS. '^ ' 

et la transformée sera 

dans laquelle on a pris 

R' = «(m'sin.^i^ -»- cos.'^) -H Crn^sin.^*»// , 
R"= y(w'sin.*«//H- cos/^) -f- J^w'sin.'»//. 

Soit aw*+w»t'=a, ou «!'' = , on aura R^'R'^ = A-*-Bsin.*ip, 

A et B étant des coefficients connus , et l'intégrale sera réduite à la 
forme 



Â 



J/A-+-Bsin/<p ' 

dans laquelle Q sera une- fonction rationnelle de sin.^</; : ainsi elle 
sera ramenée aux fonctions elliptiques. 

Cette solution suppose la quantité a(ût-+-^) positive : si elle ne Tétait 
pas, non plus que y{^'\-S'^ qui pourrait la remplacer, on ferait sim- 
plement sin. ^=a?; ce qui donnerait 

et cette formule , où Q peut être supposée une fonction rationnelle 
de Xj est ramenée au cas l*"" , dont nous avons indiqué la solution. 
On peut même supposer que Q est une fonction rationnelle quel- 
conque de sîn. f> et de cos. ^ : alors Q se réduira toujours à la forme 
Q'h-Q" |/ 1 — x^.y dans laquelle Q' et Q" seront des fonctions ration- 
nelles de ^ , et l'on aura 

/> ^dx p Q''dx 

ijitégrales qui rentrent toutes deux dans les méthodes connues. 

rm. 
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NOTES. 



NOTE PREMIÈRE. ^ 

Voici un exemple de ces déyeloppements : Soit la fraction proposée 

/^df p Asin.^yH-Bsin.*y-4-Csin.'y-»-D d^ ^ 

J A ^ Esin.®y-*-F8in.^^-*-Gsin.^y-*-Hsin.^y ~hK a 

en posant , pour abréger , 

H G F E 

il viendra 

/Qrfy 1 Pd^ Asin.^y-f- Bsin^^y-^- Csin.'y-f- P 

A K,/ A 1 -♦- asin.*y~H tfsin/y-H ysin.^y-t- ,/sin.^y 

Égalant le dénominateur l-f.«sin.'f-*-^sin.^^-f-elc., au produit des 
quatre facteurs 

l-+-n'sin.>, l-»-n"sin.^f, l-+-n'"sin.'y , l-*-n»^sin.'^ , 
on aura, pour déterminer les coefficients inconnus n', n", n'", «*^, 
les relations 

ce qui fait voir que ces quantités sont les racines de Téquation 

n* — ctn^ -t- fin' — yfn- <r= 0. 
Si deux de ces racines, W et n" par exemple, étaient égales, on poserait 

A sin.^f-f-B sin.^'^-hC sin.'^-f-D 
1 -+-asin.'*^-t-6*sin.*^H-rsin.®y-t-crsin.®y 
A' B' C D' 



(l-hn'sin.^^)' l+n'sin.^'y l-t-n'"sin.'f l-hn^^sin.'^^? ' 
et Ton déterminerait les coefficients A', B', G' et D', par les procédés 



connus. 
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NOTE II. 

Fagnani , géomètre italien d'une grande sagacité , a prouvé le pre- 
mier que la courbe nommée temniscate, jouit de cette propriété sin- 
gulière , que ses arcs peuvent être multipliés ou divisés algébrique- 
ment, comme les arcs de cercle , quoique chacun d'eux soit une 
transcendante d'un ordre supérieur. C'est le premier exemple où l'on 
ait fait servir la théorie des fonctions elliptiques , à la démonstration 
d'un théorème de géométrie. 

La lemniscate (fig, 9) a pour propriété caractéristique , que le pro- 
duit des rayons vecteurs MF, MF', est égal au carré de l'excentricité 
AF=e. En désignant l'abscisse AP par s, et l'ordonnée MP par y , on 
trouve aisément , pour équation de cette courbe , 

à laquelle on satisfait en posant 

ar = |/2ecos.y |/l — i sin^y , 
y = esin.^ cos.f, 

et l'élément ds de la courbe a pour expression 

edo 

d8:== ^ — ; 

Kl — isin.=»y 

intégrant, et faisant e =• 1 , on aura 

5 = dig.{V/i, f); 

ce qui prouve que tout arc de lemniscate peut s'exprimer par un 
digamma, dont l'amplitude dépend de la grandeur de cet arc , mais 
dont le module est constant et égal à l/^. Ainsi , l'arc de lemniscate 
ne peut représenter la fonction dig. (c, ^) , dans toute sa généralité. 
Observons que dans le premier quart BMA de la courbe, la valeur 
de f s'étend depuis zéro jusqu'à ç) = Jt : ainsi , ce quart sera éjgal à 
D(V^i)« I^ans le second quart ADE , la valeur de f s'étend depuis 
f = i^ jusqu'à f = T ; dans le troisième EGA , depuis f=T jusqu'à 
f = î^ ; et enfin 4.ans le quatrième ACB, depuis ^ = ît jusqu'à 
f = 2t. 
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Lorsque M. Gauss publia (en 1801) sa célèbre dëcouverte de la 
résolution des équations binômes, il annonça que sa métbode pouvait 
s'appliquer également à la division en parties égales de Tare de lem- 
niscate; mai<» cet habile géomètre n'a jamais fait connaître son ana- 
lyse. M. Libri, qui a si dignement remplacé Legendre à l'Institut, 
a résolu ce problème par une méthode nouvelle, aussi simple qu'élé- 
gante, mentionnée dans le Journal de M. Crelle, tome X, page 167. 
Etant parti des équations qui servent à la multîsection de la lemnis- 
cate , il a montré que , par la nature même de leur formation , ces 
équations sont décomposables en plusieurs facteurs rationnels , cha- 
cun desquels sert à la division de la courbe en un nombre différent 
de parties; et il a prouvé que, dans chaque facteur, les racines ont 
entre elles un rapport donné. A l'aide de la méthode par laquelle La- 
grange a résolu les équations à deux termes, il est parvenu à résoudre 
complètement les équations, dont toutes les racines peuvent s'expri- 
mer rationnellement par une seule d'entre elles 5 et à abaisser le degré 
de Téquation proposée, lorsque ses racines ont entre elles des rapports 
donnés , sans qu'on puisse cependant les ramener toutes à être des 
fonctions d'une seule. Le lecteur qui désirerait de plus amples détails 
sur la multisection de la lemniscate , pourra encore consulter un mé- 
moire d'Abel , publié dans le journal précité , tome lY, page 131 . 

Legendre a cherché à représenter en général, la fonction dig.(c,«<), 
par un arc de courbe ; mais ses tentatives ne nous ont pas semblé 
heureuses, car il n'est parvenu à résoudre complètement le problème, 
qu'en employant une courbe transcendante, dans laquelle Tamplitude 
<j> et l'arc s, ont entre eux une relation géométrique encore plus diffi- 
cile à saisir que dans la lemniscate. En considérant les fonctions ellip- 
tiques comme des secteurs , dont L'angle est précisément égal à l'am- 
plitude ^, nous avons etf l'avantage de justifier la dénomination 
d'amplitude appliquée à l'angle f ; et même celle de fonctions ellip- 
tiques^ en général, puisque les courbes algébriques par lesquelles 
nous avons représente ces transcendantes , se construisent avec faci- 
lité au moyen des rayons vecteurs d'une ou de deux ellipses données 
(§§ I6,28et50). 



dx. 
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NOTE III. 

Le principe de la diiSerentiation sous le signe /^ dont il est question 
dans le texte , peut se démontrer de la manière suivante : 
Soit a une quantité indépendante de x, et 

quand a se change en « -4- dx, /(ar, a) devient /(a?, a) h — - ^* <fa, 
et l'on a 

équation qui donne , en eiSaçant les termes égaux dans les deux 
membres, et en faisant sortir da du signe f [ce qui est permis, puis-, 
que a est indépendant de or) , 

^Ij du_ rdf[x,a) 

da J do;, 

Il est évident que ce résultat serait encore vrai , si au lieu de Tinté-* 

h 

grale générale //"(a? , a)rfar , on avait l'intégrale àêÎLme Jf{x ^ a)dx, 
a et b étant des constantes indépendantes de <%. * 

Soit maintenant 

b 

a 

a eX h étant des fonctions de a : la formule (1) prendra une forme 
moins simple, et deviendra 

a 

Pour le démontrer , désignons par /*, ( ar , a ) l'intégrale générale 
jf{3i ^ a)dx \ nous aurons , par la notation même , 

Différentiant les deux membres de cette équation par rapport à a , il 

viendra 

dn 

— dx — df,{h ,ct) — df^{a , a) 5 



mais 



d'où 
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o/i(^> «) = 1, »« H TT »^9 

df^(a, a) = ^da h- - — da ^ 

da da 

db da \ 

db = — dct^ da = -- dx i 
da. da 






et , par conséquent, 

du d/", (6,a) df,{a,a) df,(b,a) db df^[a,a.) da 



m — ^ • 



^ dot da da db da da da 

Or , en vertu de la notation /", (x, a) =.jf{x , a) (£r , on a 

—--=^f(b,a), —^— = /•(«,«), 

dA (b, ') df,(a,a) d. ^,^-jÉlL^. 
-Ta i^=^t/^(*'«)-/^^'''«)l = d^ 5 

el, en vertu du principe exprimé par Téquation (1), on peut écrire^ 
en regardant aelb comme des constantes absolues , 

b 
drf[x,a)dx r^'df{x,a) • 
^^^ ' dx: 



=/ 



da *^a dx 

substituant donc à toutes ces quantités leurs valeurs , dans Texpres- 

du 
dx 



«ion précédente de ^, on trouve pour résultat la formule (â)< 
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NOTE fV. 

M. Gudermann, professeur de mathématiques à Munster, qui pa- 
rait avoir fait de profondes recherches sur le même sujet, regarde 
comme impossible.ia réduction générale des kappa circulaires , à des 
fonctions de deux arguments. Voici les paroles de ce savant : 

u In applicationihus analysées ad geometriain , imprimis sphœri- 
» cam et dynamicamy rarissime incidimus in intégrale quod sit naturœ 
» hyperbolicœ (kappa logarithmique], frequentissimè vero incidimus 
» in integralia quœ sunt cyclicœ (kappa circulaires). Incidit et ipse 
« Clj"^^ Jacobi in errorem {si vera refert Legendre , 2"® supplément , 
}) page 1 42 9 nam hanc illius affirmationmn alio non invent loco) , si 
» existimavit functiones quœ cyclicœ sunt naturœ ^ ac cas quœ hyper- 
» holicœ sunt y in forma reali reduci posse ad functiones duorum tan- 
•> iûm argumentorum, » [Journal de M. Crelle, tome XIV, page 169.) 



NOTE V. 

Dans le chapitre XIV du Traité des fonctions elliptiques, Legendre 
indique une autre manière de parvenir à cette équation. Après avoir 
trouvé entre les fonctions complètes D et £ , la relation ' 

/ dD\ , dicB) 

il ajoute : u D'après Téquation (1), on peut, pour la première ap- 
5> proximation , faire E = 1 ; ce qui donnera rf.(cD) =~ = ~-^ et , 
)» par conséquent , cD = ^log.(^j3^j. Mais, dans le môme cas, on 
ji a c = I — ib^ : donc , la première valeur approchée de D , est 
1) D = log.(^j. j> Or, si Ton écrit au lieu de c sa valeur approchée 
1 — i6*, la fonction complète D devient 

négligeant le carré de b vis-à-vis de 2 et de 4, on trouve D=log.f ^^ ; 
résultat bien éloigné de la vérité. 
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L*erreur de l'illustre géomètre que nous venons de citer, provient 
de ce qu'il n'a pas complété l'intégrale de l'équation d(çD) = jziji 5 
par une constante arbitraire ; ce qui eût donné 

D(c) = log. ( 7) -H const. 

On ne peut déterminer cette constante en faisant c=0 , car la va- 
leur approchée de D que l'on cherche , ne doit se vérifier que pour 
des valeurs de c très-peu différentes de l'unité : d'un autVe côté , si 
l'on prend c=\ , la fonction complète D devenant infinie , ainsi que 
log. (j) , la constante reste indéterminée. 

Pour lever celte difficulté , nous ferons remarquer que si l'on passe 
du module c au module c' , on aura j&' < j& , et , par conséquent , a 
fortiori 



d'où 



D(c') = log. (—1 -H const, ; 



2 2 & 

D(c') — D(c) = log. y — log. ^ = log. - 



Mais , en général , D(c') = (1 h- c) D(c) (§ 78) : donc 

D(c')-D(c) = cD(c)=log.p. 

Remplaçant c et 6', par leurs valeurs approchées (§ 88) 

h"" 

il vient simplement , en négligeant b'^ vis-à-vis de 2 et de 4 , 

D(c) = log.^. 
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NOTE VI. 

Landeo, géomètre anglais, a démontré que tout arc d'hyperbole 
peut être exprimé par deux arcs d'ellipse (*), Cette découverte mémo- 
rable se déduit aisément de la dernière équation mentionnée au § 90. 

L'équation de Thyperbdle étant 

* 

Si Ton prend cette courbe comme dans la figure 1'*, de manière que 
son axe transverse 2« soit égal au double de- Texcentricité A/*= c de 
l'ellipse dche , tandis que son axe imaginaire 2^ égale V) , on aura 

Introduisant un angle auxiliaire ^, tel que y=^b^ tang. ^ , cette équa- 
tion donne pour x la valeur 



X ==: l/l — c^ sin.*ç> = 



c^ 



COS. f COS. f 

par conséquent 

b'^df , ,/ ^ \ csin.çrf» . ^ , , . 
dy = —, dx=^cd{ ] = ^-^ (a' — c'cos.'^) ; 

COS.^y \cOS»fl ACOS.^f 

d'où 

b*do^ 
dx' H- dy"" = V ' 

A^COS.*^ 

donc, si l'on appelle U l'arc d'hyperbole fn, dont l'ordonnée extrême 
nq = y=:z 6^tang. f , on aura 



t 

U = f\/dx^ H- dy^ = b"" f—^ 

J A COS. 



a 



(*) Pkilosophical Transactions , 1775. Mathematical Memoirs, by John 
Landen, 1780. 
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Remplaçant f J^^ ^ par sa valeur trouvée au § 43, on obtiendra 

U =: A tang. ^ — eps. (c , y) -i- li^ dig. (c, y) : 

substituant à i&'dig.(c,^) sa valeur rapportée au § 90, cette expres- 
sion devient 

U = A tang. ç) -f- eps. (c , ?>) — 2(1 -f- c) eps. (c', /) -4- 2c sin. ç?. 

Nous allons prouver : 1® Que la quantité A tang. ^ n'est autre chose 
que la tangente nkj terminée par la perpendiculaire A^ abaissée du 
centre sur cette tangente. 2*^ Que la quantité c sin. ^ est une moyenne 
proportionnelle entre % et lik^ 

Démonstration. 

1« Y=aX-+- jS étant l'équation générale d'une droite, on sait que 
la longueur de la, perpendiculaire abaissée de l'origine des coordon- 
nées sur cette droite, est exprimée par |y = Ak. Si l'on dénote 
par xety les coordonnées du point n , qui est à l'hyperbole , l'équa- 
tion de la tangente à cette courbe sera 

(1) c'Yy — h^^x = — h^c" ; 

d'oii résultent pour ^ , jS et A'â: les déterminations suivantes : 

(2) .• kk =-- -— . 

On a de plus An =: a?** h- y"* ; d'oii 

nk =x'^ -{- y"" — A^ = a?' -»- y^ - 

réduisant au même dénominateur , il vient 

-—2 c Vy' -f- cY -+- b^^^ -+- b^xY — c^b^ 
n]i = — ' 

cY -H b^x"" 
Mais y en vertu de l'équation de la courbe , on a 

ainsi , la valeur précédente se réduit à 

wife = ^ = . ^ 

cY -^ b^x"" cY + b*x' 



c^b^ 



cY' H- b^x' 
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Mettant au lieu de d? et de y leurs valeurs ^-^ et b^ tang. ç>, on ob- 
tient enfin 

nk= A tang. ^. 

2o On a visiblement gk-=Kg — kk . Pour trouver A^r, il suffit de 
faire Y = dans réquation (1) ; ce qui donne X ou A^ =^ : et 
comme kk est donné par Téquation (2) , on trouve , après réduction , 

— ' i&M c^y^ c*sin.'^cos.'î> 

^^)- • • ^ ~ cY ^ b^x^ ' ÂV I^ • 

——2 
multipliant cette valeur par celle de nk , on obtient finalement 

vgk X wA = c sin. ç>. 

On peut remarquer qu'en vertu de Téquation (8), la ligne giÂ re- 
présente la quantité algébrique égale à la «lifférenoe des .arcs d'ellipse 
BM et AN dans la figure 5 [voyes le § 85). 



NOTE VII. 

L'équation (12), linéaire en ^^ est généralement d'un degré très- 
élevé, quand on y prend pour inconnue le modulée; maison lève sans 
peine cette difficulté , en recourant à la formule 

fc = A^sin.*ffj sin.^^3 ... sin.^^— a 

du § 118, qui fera connaître le complément de c. Si l'on se propo- 
sait de calculer numériquement la valeur de c ou de i&, ce qu'il 
y aurait de plus avantageux , serait de faire usage de la relation 
transcendante jjI^j =j5^y (§ 117), en s'aidant delà table des di- 
gamma complets. Dans le cas 011 Ton voudrait obtenir une approxi- 
mation plus grande que celle que comporte cette table , la méthode 
qui nous parait la plus expéditive, est celle qui porte le nom de règle 
de fausse position. Elle peut se démontrer de la manière suivante : 
Étant proposée une équation quelconque 

on peut regarder a comme ce que devient x dans l'équation à deux 
variables y = f(x) , lorque y=0 : en d'autres termes, on peut re- 
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garder a comme Tabscisse du point m, où la courbe , caractérisée 
par y = f(^x) , rencontre l'axe des a?. 

Cela posé, considérons deux points m' et w", très-voisins du 
point m, Tun au-dessus et Tautre au-dessous de Taxe des x : si l'on 
fait passer une droite par ces deux points , il est évident que l'on 
pourra regarder l'intersection de cette droite avec l'axe des x, comme 
sensiblement la même que celle de la courbe avec cet axe. Ainsi, 
l'abscisse de cette intersection donnera la valeur de a avec une ap- 
proximation , d'autant plus grande que les points m' et m" seront 
plus rapprochés. 

Soient maintenant x\ y\ x'\ y'\ les coordonnées des points w' 
et m" : l'équation de la droite en question sera 

et si Ton fait Y = , on en déduira 

y'- y" 

Pour appliquer cette formule à l'équation proposée /'(o)=0, onsub* 
stituera successivement dans cette dernière , au lieu de a, des valeurs 
numériques arbitraires x' et a?" , qui rendront le second membre res- 
pectivement égal à y' et à y"; en ayant soin toutefois de prendre a?" , 
tel que y" et y' soient de signe contraire , afin que la véritable valeur 
x=a, se trouve comprise entre x' et x'\ Ayant déterminé la valeur 
de X par la formule précédente, pour la substituer à son tour dans 
l'équation proposée , le signe du résultat indiquera si a est compris 
entre x' et X, ou entre X et x" , En continuant de la sorte , op resser- 
rera indéfiniment les limites de a. 



FIN DES NOTES. 
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TABLE DES NOMES , 

Contenant les logarithmes vulgaires de la fonction log. vulg. -> cal« 
calés ponr tous les angles du module , de dixième en dixième de 
degré, depuis O* jusqu'à 45<*; avec 14 décimales pour les IIS premiers 
degrés 9 et 12 décimales pour tous les autres. 



Vangîe du module, qui sert d'argument, est désigné par 9. 



0. 


Log. de log. - . 
3 


0. 


Log. de log.-* 


C'.O 


Infini. 


20.5 


0.593 767 444 276 65 


0.1 


0.827 392 863 068 68 


2.6 


0.589 979 683 155 88 


0.2 


0.786 631 078 523 40 


2.7 


0.586 303 337 183 79 


0.3 


0.760 883 733 106 36 


2.8 


0.582 730 919 369 00 


0.4 


0.741 643 289 905 52 


2.9 


0.579 255 693 567 94 


0.5 


0.726 109 120 068 08 


3.0 


0.575 871 576 050 13 


0.6 


0.712 990 843 025 10 


3.1 


0.572 673 052 792 55 


0.7 


0.701 581 657 955 73 


3.2 


0.569 355 109 669 13 


0.8 


0.691 450 278 987 35 


3.3 


0.566 213 172 555 89 


0.9 


0.682 313 196 899 09 


3.4 


0.563 143 057 462 38 


1.0 


0.673 973 575 618 32 


3.5 


0.560 140 926 002 99 


1.1 


0.666 288 904 356 32 


3.6 


0.557 203 248 215 82 


1.2 


0.659 162 520 446 95 


3.7 


0.554 326 769 857 13 


1.3 


0.652 482 408 950 56 


3.8 


0.551 508 484 020 04 


1.4 


0.646 214 081 092 78 


3.9 


0.548 745 606 340 67 


1.5 


0.640 295 864 546 46 


4.0 


0.546 035 553 258 66 


1.6 


0.634 685 684 535 93 


4.1 


0.543 375 922 889 26 


1.7 


0.629 348 801 238 96 


4.2 


0.540 763 578 137 51 


1.8 


0.624 256 180 572 86 


4.3 


0.538 199 131 744 63 


1.9 


0.619 383 296 120 48 


4.4 


0.535 677 933 006 90 


2.0 


0.614 709 231 679 05 


4.5 


0.533 199 055 944 15 


2.1 


0.610 215 997 907 00 


4.6 


0.530 760 788 734 44 


2.2 


0.605 888 004 339 46 


4.7 


0.528 361 524 251 50 


2.3 


0.601 711 646 065 07 


4.8 


0.525 999 751 570 83 


2.4 


0.597 674 976 310 56 


4.9 


0.523 674 048 331 99 


2.5 


0.593 767 444 276 65 


5.0 


0.521 383 073 837 74 



20 
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e. 


Log. de Iog.~. 


e. 


Log. de Iog.~. 
9 




5».0 


0.521 383 073 837 74 


10«.0 


0.434 273 429 881 11 




5.1 


0.519 125 562 830 60 


10.1 


0.432 883 157 453 08 




5.2 


0.516 900 319 851 12 


10.2 


0.431 502 039 676 06 


1 


5.3 


0.514 706 214 116 86 


10.3 


0.430 129 910 281 14 




5.4 


0.512 542 174 869 83 


10.4 


0.428 766 607 519 41 




5.5 


0.510 407 187 129 65 


10.5 


0.427 411 973 996 30 




5.6 


0.508 300 287 837 93 


10.6 


^ 0.426 065 856 513 39 




5.7 


0.506 220 562 308 59 


10.7 


0.424 728 105 917 17 




5.8 


0.504 167 140 998 46 


10.8 


0.423 398 576 9M 86 




5.9 


0.502 139 196 529 12 


10.9 


0.422 077 128 136 35 




6.0 


0.500 135 940 971 54 


11.0 


0.420 763 621 603 70 




6.1 


0.498 156 623 330 43 


11.1 


0.419 457 923 002 65 




6.2 


0.496 200 527 235 60 


11.2 


0.418 159 901 364 62 




6.3 


0.494 266 968 812 32 


11.3 


0.416 869 428 990 08 




6.4 


0.492 355 294 708 31 


11.4 


0.415 586 381 338 51 




6.5 


0.490 464 880 283 75 


11.5 


0.414 310 636 922 70 




6.6 


0.488 595 127 916 03 


11.6 


0.413 042 077 206 91 




6.7 


0.486 745 465 442 78 


11.7 


0.411 780 586 510 64 




6.8 


0.484 915 344 710 13 


11.8 


0.410 526 051 914 64 




6.9 


0.483 104 240 227 59 


11.9 


0.409 278 363 172 17 




7.0 


0.481 311 647 911 25 


12.0 


0.408 037 412 623 13 




7.1 


0.479 537 083 919 54 


12.1 


0.406 803 095 111 63 




7.2 


0.477 780 083 564 82 


12.2 


0.405 575 307 907 25 




7.3 


0.476 040 200 297 38 


12.3 


0.404 353 950 629 14 


1 


7.4 


0.474 317 004 757 90 


12.4 


0.403 138 925 172 85 




7.5 


0.472 610 083 890 83 


12.5 


0.401 930 135 640 54 




7.6 


0.470 919 040 114 87 


12.6 


0.400 727 488 273 53 




7.7 


0.469 243 490 545 75 


12.7 


0,399 530 891 387 47 




7.8 


0.467 583 066 268 22 


12.8 


0.398 340 255 309 91 




7.9 


0.465 937 411 652 29 


12.9 


0.397 155 492 320 54 




8.0 


0.464 306 183 711 74 


13.0 


0.395 976 516 593 28 




8.1 


0.462 689 051 500 69 


13.1 


0.394 803 244 140 57 




8.2 


0.461 085 695 546 50 


13.2 


0.393 635 592 759 96 




8.3 


0.459 495 807 315 97 


13.3 


0.392 473 481 982 53 




8.4 


0.457 919 088 712 15 


13.4 


0.391 316 833 022 83 




8.5 


0.456 355 251 600 13 


13.5 


0.390 165 568 731 25 




8.6 


0.454 804 017 360 18 


13.6 


0.389 019 613 547 59 


• 


8.7 


0.453 265 116 465 12 


13.7 


0.387 878 893 456 53 




8.8 


0.451 738 288 081 62 


13.8 


0.386 743 335 944 55 




8.9 


0.450 223 279 G93 28 


13.9 


0.385 612 869 958 32 




9.0 


0.448 719 846 743 92 


14.0 


0.384 487 425 864 56 




9.1 


0.447 227 752 300 11 


14.1 


0.383 366 935 411 51 




9.2 


0.445 746 766 731 37 


14.2 


0.382 251 331 691 39 




9.3 


0.444 276 667 407 42 


14.3 


0.381 140 549 104 20 




9.4 


0.442 817 238 410 86 


14.4 


0.380 034 523 322 90 




9.5 


0.441 368 270 264 58 


14.5 


0.378 033 191 259 57 




9.6 


0.439 929 559 673 20 


14.6 


0.377 836 491 032 84 




9.7 


0.438 500 909 278 26 


14.7 


0.376 744 361 936 34 




9.8 


0.437 082 127 419 54 


14.8 


0.375 656 744 408 13 




9.9 


0.435 673 027 923 41 


14.9 


0.574 573 580 001 07 




10.0 


0.434 273 429 881 11 


15.0 


0.373 494 811 354 50 
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e. 


Log. de log. - . 
9 


0. 


Log. de log. - . 
9 


15«.0 


0.373 494 811 554 


' 20».0 


0.324 141 946 314 


15.1 


0.572 420 382 165 


20.1 


0.323 230 121 552 


15.2 


0.371 550 237 163 


20.2 


0.322 520 721 359 


15.5 


0.370 284 322 086 


20.5 


0.321 413 720 901 


15.4 


0.369 222 583 651 


20.4 


0.320 509 095 670 


15.5 


0.368 164 969 542 


20.5 


0.319 606 821 482 


15.6 


0.367 111 428 329 


20.6 


0.318 706 874 475 


15.7 


0.366 061' 909 558 


20.7 


0.317 809 231 091 


15.8 


0.365 016 363 628 


20.8 


0.516 913 868 080 


15.9 


0.363 974 741 811 


20.9 


0.316 020 762 492 


16.0 


0.362 936 996 217 


21.0 


0.315 129 892 267 


16.1 


0.361 903 079 788 


21.1 


0.514 241 233 239 


16.2 


0.360 872 946 273 


21.2 


0.315 354 765 122 


16.3 


0.359 846 550 206 


21.3 


0.312 470 465 506 


I ^^'^ 


0.358 823 846 890 


21.4 


0.311 588 312 858 


1 16.5 


0,557 804 792 375 


21.5 


0.310 708 285 910 


16.6 


0.356 789 343 447 


21.6 


0.309 830 363 665 


16.7 


0.355 777 457 608 


21.7 


0.308 954 525 369 


16.8 


0.354 769 093 058 


21.8 


0.308 080 750 539 


16.9 


0.553 764 208 685 


21.9 


0.307 209 018 931 


17.0 


0.352 762 764 041 


22.0 


0.306 359 310 549 « 


17.1 


0.351 764 719 332 


22.1 


0.305 471 605 638 


17.2 


0.350 770 035 402 


22.2 


0.304 605 884 677 


17.5 


0.349 778 673 724 


22.3 


0.303 742 128 381 


17.4 


0.348 790 596 380 


22.4 


0.302 880 317 690 


17.6 


0.347 805 766 047 


22.5 


0.502 020 433 771 


17.6 


0.546 824 145 981 


22.6 


0.301 162 458 012 


17.7 


0.545 845 700 019 


22.7 


0.300 306 372 015 


17.8 


0.344 870 392 553 


22.8 


0.299 452 157 596 


17.9 


0.345 898 188 523 


22.9 


0.298 599 796 783 


18.0 


0.342 929 053 401 


25.0 


0.297 749 271 805 


18.1 


Q.541 962 955 186 


23.1 


0.296 900 565 097 


18.2 


0.340 999 854 390 


23.2 


0.296 053 659 292 


18.3 


0.340 039 724 029 


23.3 


0.295 208 537 217 


18.4 


0.539 082 529 608 


23.4 


0.294 365 181 893 


18.5 


0.338 128 239 111 


23.5 


0.293 523 576 551 


18.6 


0.537 176 820 993 


23.6 


0.292 683 704 527 


18.7 


0.336 228 244 176 


25.7 


0.291 845 549 458 


18.8 


0.335 282 478 029 


23.8 


0.291 009 095 085 


18.9 


0.354 339 492 365 


23.9 


0.290 174 325 341 


19.0 


0.533 399 257 433 


24.0 


0.289 341 224 538 


19.1 


0.332 461 743 909 


24.1 


0.288 509 776 356 


19.2 


0.331 526 922 881 


24.2 


0.287 679 965 844 


19.3 


0.330 594 765 847 


24.5 


0.286 851 777 417 


19.4 


0.329 665 244 704 


24.4 


0.286 025 195 855 


19.5 


0.328 738 331 741 


24.5 


0.285 200 206 094 


19.6 


0.327 813 999 636 


• 24.6 


0.284 376 793 232 


19.7 


0.326 892 221 440 


24.7 


0.283 554 942 520 


19.8 


0.525 972 970 575 


24.8 


0.282 734 639 363 


19.9 


0.325 056 220 817 


24.9 


0.281 915 869 315 


20.0 


0.324 141 946 314 


25.0 


0.281 098 618 079 
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6. 


Log. de log.'. 
9 


B. 


Log. de log.-. 




25».0 


0.281 098 618 079 


30O.0 


0.241 893 537 935 


25.1 


0.280 282 871 505 


30.1 


0.241 137 636 034 




25.2 


0.279 468 615 586 


30.2 


0.240 382 666 951 




25.3 


0.278 655 836 452 


30.3 


0.239 628 621 737 




25.4 


0.277 844 520 378 


30.4 


0.238 875 491 508 




25.5 


0.277 034 653 773 


30.5 


0.238 123 267 447 




25.6 


0.276 226 223 181 


30.6 


0.237 371 940 802 




25.7 


0.275 419 215 277 


30.7 


0.236 621 502 884 




25.8 


0.274 613 616 868 


30.8 


0.235 871 945 066 




25.9 


0.273 809 414 892 


30.9 


0.235 123 268 785 


* 


26.0 


0.273 006 596 410 


31.0 


0.234 375 435 537 




26.1 


0.272 205 148 609 


31.1 


0.235 628 466 880 




26.2 


0.271 405 058 798 


31.2 


0.232 882 344 428 




26.5 


0.270 606 314 408 


31.3 


0.232 137 059 857 




26.4 


0.269 808 902 987 


31.4 


0.231 392 604 901 




26.5 


0.269 012 812 204 


31.5 


0.230 648 971 348 




26.6 


0.268 218 029 841 


31.6 


0.229 906 151 042 




26.7 


0.267 424 543 793 


31.7 


0.229 164 135 887 




26.8 


0.266 632 342 070 


31.8 


0.228 422 917 836 




26.9 


0.265 841 412 ^89 


31.9 


0.227 682 488 899 




» 27.0 


0.265 051 744 178 


32.0 


0.226 942 841 138 




27.1 


0.264 263 324 572 


32.1 


0.226 203 966 669 




27.2 


0.263 476 142 408 


32.2 


0.225 465 857 655 




27.3 


0.262 690 186 232 


32.3 


0.224 728 506 314 




27.4 


0.261 905 444 690 


32.4 


0.223 991 904 915 




27.5 


0.261 121 906 529 


32.5 


0.223 256 045 773 




27.6 


0.260 339 560 595 


32.6 


0.222 520 921 253 




27.7 


0.259 558 395 834 


32.7 


0.221 786 523 769 




27.8 


0.258 778 401 286 


32.8 


0.221 052 845 781 




27.9 


0.257 999 566 089 


32.9 


0.220 319 879 798 




28.0 


0.257 221 879 471 


33.0 


0.219 587 618 372 




28.1 


0.256 445 330 754 


33.1 


0.218 856 054 105 




28.2 


0.255 669 909 352 


33.2 


0.218 125 179 633 




28.3 


0.254 895 604 769 


33.3 


0.217 394 987 652 




28.4 


0.254 122 406 596 


33.4 


0.216 665 470 892 




28.5 


0.253 350 304 511 


33.5 


0.215 936 622 126 




28.6 


0.252 579 288 279 


33.6 


0.215 208 434 171 




28.7 


0.251 809 347 748 


33.7 


0.214 480 899 886 




28.8 


0.251 040 472 852 


33.8 


0.213 754 012 170 




28.9 


0.250 272 653 607 


33.9 


0.213 027 763 963 




29.0 


0.249 505-880 107 


34.0 


0.212 302 148 247 




29.1 


0.248 740 142 529 


34.1 


0.211 577 158 041 


< 


29.2 


0.247 975 431 127 


34.2 


0.210 852 786 403 




29.3 


0.247 211 736 233 


54.3 


0.210 129 026 429 




29.4 


0.246 449 048 256 


34.4 


0.209 405 871 256 




29.5 


0.245 687 357 682 


34.5 


0.208 683 314 054 




29.6 


0.244 926 655 069 


34.6 


0.207 961 e348 032 


29.7 


0.244 166 931 047 


34.7 


0.207 259 966 435 


29.8 


0.243 408 176 321 


34.8 


0.^06 519 162 544 


29.9 


0.242 650 381 669 


54.9 


0.205 798 929 672 


30.0 


0.241 893 537 935 


35.0 


0.205 079 261 171 | 
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e. 


Log. de log.-- 
9 


0. 


Log. de log. - . 
9 


55».0 


0.205 079 261 171 


40«.0 


0.169 677 114 154 


35.1 


0.204 560 150 424 


40.1 


0.168 978 077 620 


35.2 


0.205 641 590 850 


40.2 


0.168 279 296 584 


35.3 


0.202 925 575 898 


40.5 


0.167 580 765 004 


35.4 


0.202 206 099 054 


40.4 


0.166 882 478 071 


35.5 


0.201 489 155 851 


40.5 


0.166 184 450 188 


35.6 


0.200 772 755 778 


40.6 


0.165 486 615 971 


55.7 


0.200 056 852 472 


40.7 


0.164 789 050 049 


35.8 


0.199 541 445 525 


40.8 


0.164 091 667 062 


35.9 


0.198 626 560 570 


40.9 


0.165 594 521 666 


36.0 


0.197 912 177 284 


41.0 


0.162 697 588 525 


36.1 


0.197 198 287 562 


41.1 


0.162 000 862 514 


36.3 


0.196 484 884 550 


41.2 


0.161 504 537 719 


36.3 


0.195 771 962 547 


41.5 


0.160 608 009 439 


36.4 


0.195 059 515 197 


41.4 


0.159 911 872 183 


36.5 


0.194 547 556 290 


41.5 


0.159 215 920 668 


36.6 


0.195 656 019 665 


41.6 


0.158 520 149 623 


36.7 


0.192 924 959 188 


41,7 


0.157 824 555 787 


36.8 


0.192 214 548 751 


41,8 


0.157 129 127 907 


36.9 


0.191 504 182 270 


41.9 


0.156 455 866 758 


37.0 


0.190 794 455 690 


42.0 


0.155 758 765 047 * 


57.1 


0.190 085 156 979 


42.1 


0.155 045 817 606 


37.2 


0.189 576 286 151 


42.2 


0.154 549 019 196 


37.3 


0.188 667 855 162 


42.5 


0.155 654 564 606 


37.4 


0.187 959 798 115 


42.4 


0.152 959 848 635 


37.5 


0.187 252 169 055 


42.5 


0.152 265 466 087 


37.6 


0.186 544 942 065 


42.6 


0.151 571 211 772 


57.7 


0.185 858 111 269 


42.7 


0.150 877 080 508 


37.8 


0.185 151 670 773 


42.8 


0.150 185 067 120 


37.9 


0.184 425 614 759 


42.9 


0.149 489 166 459 


38.0 


0.183 719 957 595 


45.0 


0.148 795 575 505 


38.1 


0.185 014 652 874 


43.1 


0.148 101 682 555 


38 ;2 


0.182 509 695 419 


45.2 


0.147 408 089 055 


38.5 


0.181 605 119 269 


45.5 


0.146 714 587 602 


38.4 


0.180 900 898 685 


45.4 


0.146 021 175 115 


38.5 


0.180 197 027 959 


45.5 


0.145 527 840 454 


38.6 


0.179 495 501 556 


45.6 


0.144 654 584 425 


38.7 


0.178 790 515 192 


45.7 


0.145 941 599 959 


38.8 


0.178 087 457 845 


45.8 


0.145 248 281 909 


58.9 


0.177 584 929 644 


45.9 


0.142 555 225 155 


39.0 


0.176 682 722 968 


44.0 


0.141 862 224 577 


39.1 


0.175 980 832 205 


44.1 


0.141 169 275 058 


39.2 


0.175 279 251 760 


44.2 


0.140 476 571 484 


39.5 


0.174 577 976 061 


44.5 


0.159 785 508 746 


59.4 


0.175 876 999 550 


44.4 


0.159 090 681 754 


39.5 


0.175 176 516 685 


44.5 


0.158 597 885 541 


39.6 


0.172 475 921 955 


44.-6 


0.137 705 114 461 


39.7 


0.171 775 809 791 


44.7 


0.157 012 565 989 


39.8 


0.171 075 974 762 


44.8 


0.156 519 628 821 


39.9 


0.170 576 411 364 


44.9 


0.155 626 905 857 


40.0 


0.169 677 114 134 


45.0 


0.154 954 185 995 



ERRATA. 



Page 78 , ligne 3 , au lieu de log. j î- 2l_ 

1-+-^/ — 1 tang. 0?^ 

\l— ^—ItaDg.a?/ 
Page 192, ligne 4, au lieu de 



lisex : 



11 
Jq log. (l-4-c„8m.«y„) — ~ log. (l-c„sin.*y„) ^ etc. , 



1 1 

— log. (l-t-c„ sin."?//) — ~ log. (1— c„ sin.«î>„) + etc. 



i 



« 
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